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摘 要：针对泊车常见的平行、 垂向及斜向停车场景中Hybrid A*算法得到的泊车路径不严格符合车辆运动学

约束的问题， 提出了通用的最优泊车轨迹规划方法。该方法基于数值求解， 通过拉格朗日对偶将车位约束转化

为凸优化问题， 进而在满足车辆运动学约束的条件下找到全局最优的泊车路径。对于非线性规划数值求解效

率低的弊端， 采用热启动的方法， 首先利用FTHA完备Hybrid A*算法确定路径位置初值， 依据轨迹曲率计算

得到参考速度的初始值，由约束条件计算得到 凸优化问题的对偶变量初值， 然后将这些值代入转换后的非线性

方程求得原问题的最优解。在3种典型泊车场景中， 通过仿真验证了所提出方法的通用性和结果的最优性。
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0　引　言

自动泊车是无人驾驶系统算法的重要组成部分， 
也是代客泊车完成停入车位的最后关键步骤， 无论

其位于街道边还是指定的停车场， 都需要在有限的

空间内完成平行、 垂向或斜向的停车任务， 该任务

不仅需要保证安全高效， 而且在复杂环境中也需要

具有强鲁棒性。不同于结构化道路的轨迹规划， 自
动泊车并没有参考路径， 需要自主在相对狭窄的自

由空间内规划出一条平滑易跟踪的轨迹， 从而使目

标车辆在一定时间内到达精准的目标停车位置。

传统的泊车算法多基于几何线段拼接， 从圆

弧直线［1⁃2］到过渡回旋线［3］， 再到贝塞尔曲线［4］、 反
正切曲线拟合［5］、 五次多项式［6］以及样条曲线［7］

等， 通过不断细化泊车过程， 平滑各个线段及其

拼接部分［8］来完善规划路径， 这对于特定场景具

有计算高效性， 但同样也意味着缺乏鲁棒性， 需
要对不同泊车环境进行不同的轨迹建模。

适合多场景自动泊车的轨迹规划方法包括： 1） 采
样搜索法， 比如快速随机树［9］、 双向搜索RRT*［10］， 
以及在此基础上更符合行车控制域的限定扩展空间

撒点搜索［11］等， 对于随机点的平滑处理， 可用局部

加权回归平滑算法（Lowess）［12］， 或者三次贝塞尔曲

线、 三次样条数据插值等进一步处理， 最为典型的

算法仍然是Hybrid A*［13］， 因为在其48种可能性中

直接考虑了关键的倒车路径。2） 基于数值优化的方

法， 其将优化控制问题离散为非线性规划问题， 确
定性能函数后， 添加车辆运动学、 道路障碍物等约

束条件， 利用内点法［14］、 伪谱法［15］等求解。但是， 优
化问题通常是非凸且不可微的， 为避免陷入局部最

优， 还需要别的算法， 比如Zhang等提出的OBCA［16］

便是针对避免碰撞的轨迹优化问题先进行凸化转化。

事实上数值求解大都面临计算效率较低的问题， 引
入热启动方法则可提供较好的初值条件来加快这一

过程， 比如A*， Hybrid A*， 以及其他启发式算法。

He等［17］在此基础上， 将热启动的Hybrid A*先进行

纵向距离优化， 固定时间间隔， 在减少变时间步长

的求解过程的同时提高了求解成功率。Li等［18］则在

非结构化场景中， 提出添加走廊结构（只考虑路径邻

近的障碍物）来减少全局障碍物计算量的方法， 同样

加快了求解过程并提高了成功率。3） 基于深度强化

学习的轨迹规划［19⁃24］， 其通过确定的泊车路线（上述

方法求得或者实际泊车路径）作为数据集进行学习， 

最后输出期望路点或者控制序列。

综上所述， 在探知泊车环境的前提下， 数值

优化方法依然是更好的找到最优泊车路径的方

法， 或是提供最优参考路径的方法。对于非线性

规划数值求解效率低的弊端， 可以从初值， 筛选

必要的障碍物， 设定适当松弛的性能函数， 非线

性求解器等方面改进。本文的主要贡献点是在完

备Hybrid A*算法的基础上， 根据轨迹找到速度参

考初值， 对于原问题的对偶变量则是由障碍物碰

撞约束计算得到合理初值来确保原问题的求解。

1　问题描述

1. 1　车辆运动学模型

符合阿克曼转向原理的四轮车辆可以简化为

自行车模型， 其相关参数如图 1 所示， 后轴中心

到后悬的距离为L r， 前轴中心到前悬的距离为L f， 
轴距为L， 车长即为三者之和， 车宽为W， 等效前

轮 转 角 为 φ， 航 向 角 为 θ。 状 态 向 量 x ( k ) =

[ xx( k )，xy ( k )，v ( k )，φ ( k ) ]
T
， 其中， xx ( k )和xy ( k )

为位置， m； v ( )k 为速度， m·s-1； φ ( )k 为航向角， 
rad； 控制向量 u=[a，δ ] T

， 其中， a为加速度， m·
s-2； δ为前轮转角， rad。该模型可写成

ẋ ( k )= f ( x ( k )，u ( k ) )。 （1）

固定时间步长离散化具体表示为

xx ( k+ 1)= xx ( k )+ v ( k ) cos (φ( k ) )dt，
xy ( k+ 1)= xy ( k )+ v ( k ) sin (φ( k ) )dt，

v ( k+ 1)= v ( k )+ a ( k )dt，

Φ ( k+ 1)=Φ ( k )+ v ( k ) tan ( δ ( κ ) )
L

dt。（2）

图 1　车辆运动学模型

Fig. 1　Vehicle kinemics model
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当把固定的时间步长dt改为变时间步长 τ( k )， 
并由二阶Runge-Kutta法对车辆运动学模型进一步

近似， 则更符合实际， 因为过于精细的步长会增加

计算成本， 而较长的步长可能会错过最优解。同时

应满足实际的车辆加速度、 速度、 横摆角速度以及

车轮转角的物理约束， h ( x ( k )， u ( k ) ) ≤ 0， 具体为
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1. 2　障碍物约束

障碍物表现为已被占据车辆的停车位， 更严格

的则认为是目标位置以外的所有停车位， 以及道路

边界。另一方面， 实际停车过程中单车泊车占据先

行权时， 附近车辆与行人大都会避让一定空间， 所
以某种程度上可以不考虑动态障碍物。静态障碍物

表示为O (m ) ={ y|A( )m y≤ b(m ) }， 对应第m个障碍物， 
表示为由平面分割组成的凸包， A( )m， b( )m 分别代表

该障碍物边界的法线向量及偏置常向量， 对于非凸

障碍物则拆解成多个凸包的组合， 或者经由障碍物

膨胀后忽略掉非凸部分。设车辆占据空间为E ( k )， 
则避免碰撞的条件为两者交集为空， 即

E ( k )⋂O (m ) =Φ。 （4）

若将车辆形状简化为椭圆或多圆的并集则过

于保守， 对于狭窄的停车位而言将车辆设为矩形

仍是最精确的简化模型， 记为

E ( k )={ x|G ( k ) x≤ g ( k ) }， （5）

式中： G ( k )， g ( )k 为 k时刻的自车超平面条件， 分
别代表法线向量及偏置常向量。为方便计算该条

件可以把车辆模型转换为矩形的旋转和平移， 该
非静态过程重写为

E ( k )=R ( k )B+ t ( k )，
B： ={ x|Gx≤ g }， （6）

式中： R ( k )为 k时刻的旋转矩阵； t ( k )为平移矩

阵； B定义为在原点处的矩形， 与时间 k无关。

定义车辆与障碍物的距离， 以及最小安全距

离dmin > 0， 具体为

min
x，y

 R ( k ) x+ t- y
2
> dmin。 （7）

1. 3　优化目标

结合式（7）可以定义避免碰撞的优化控制问

题， 具体为

min
x，u

∑
k= 0

N

l ( x ( k )，u ( k ) )，
s. t.  x ( 0 )= x0，
x (N+ 1)= xF，

x ( k+ 1)= f ( x ( k )，u ( k ) )，
   h ( x ( k )，u ( k ) )≤ 0，E ( k )⋂Ο (m ) =Φ， 
k= 0，1，…，N， m= 1，2，…，M。 （8）

上述问题满足Slater条件， 强对偶要求， 其对

偶问题的最优解即是原问题的最优解［25］， 因此， 
式（8）中障碍物约束部分也即式（7）可以转写为

-gTμ(m ) ( k )+(A(m )t ( k )- b(m ) )Tλ(m ) ( k )> dmin，

GTμ(m ) ( k )+R ( k )TA(m )Tλ(m ) ( k )= 0，
 A(m )Tλ(m ) ( k )

2
≤ 1，λ(m ) ( k )≥ 0， 

k= 0，1，…，N，
m= 1，2，…，M， （9）

式中： 对偶变量 λ，μ以及需要的求解目标x，u都为

该问题的优化对象， 然而NLP问题会受到约束以

及初始条件的影响， 导致求解效率低下甚至无

解， 所以需要进行改进。

2　热启动与优化问题

2. 1　路径热启动

热启动可以由 Hybrid A*计算得到初始条件， 
然而该算法不够完备， 主要表现为Hybrid A*算法

中无论是通过扩展节点得到的曲线还是 RS 曲线

都可能因为直线圆弧的限制而无法合理避让障碍

物， 从而失去热启动的优势。

改进流程如图 2 所示， 可以看出， 即使open集

为空， 未能找到最终路径， 但依然能从 close集里选

取出目前为止 cost最小的节点， 然后可以以该节点

继续利用A*算法搜索使整个路径更加完备， 即使后

一段路径并不符合运动条件， 但比起0初始值， 也可

以提供更好的初值。因此， Hybrid A*由FTHA（Fault-

图 2　Hybrid A*算法流程图

Fig. 2　Algorithm flowchart of Hybrid A*
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Tolerant Hybrid A*）进行完备。

2. 2　速度热启动

速度的初始条件可由拟合曲线的曲率确定， 
具体可通过相邻的 3 个路点共圆的半径倒数得

到， 曲率越大速度越低， 曲率低于阈值时速度便

可达设定的最高车速， 中间则为线性过渡， 算法

如表 1 所示。速度的方向可由 2. 1 节生成的曲线

是否具有倒车特征直接确定。有必要说明的是， 
这里的速度只提供初值， 最终的速度对加速度的

约束由最后求解中同合适的变时间步长变量共同

优化求解得到。

2. 3　对偶变量热启动

式（9）中的对偶变量 λ， μ并不是最终需要的变

量， 但也可以为优化求解提供热启动的良好过

渡， 从而使整个过程快速收敛到最优值。因为该

变量是由拉格朗日对偶函数得到的， 其主要与障

碍物碰撞有关， 所以可由对应约束条件求解该问

题。将目标函数设定为在 k时刻对第m个障碍物

（其他停车位）的距离在泊车过程中求最大，等价

于 d ( )m ( k )求和求最小， 从而表示对每个障碍物的

距离适中， 更靠近车位中心， 具体为

min
μ，λ

∑
k= 0

N

∑
m= 1

M

d (m ) ( k )，

s. t．
-gTμ(m ) ( k )+(A(m )t ( k )- b(m ) )Tλ(m ) ( k )+

d (m ) ( k )= 0，

GTμ(m ) ( k )+R ( k )TA(m )Tλ(m ) ( k )= 0，
 A(m )Tλ(m ) ( k )

2
≤ 1，λ(m ) ( k )≥ 0，

k= 0，1，…，N，
m= 1，2，…，M。 （10）

2. 4　泊车最终优化问题重描述与求解

在给定初始状态 x0 及其目标状态 xF 时， 自动

泊车问题可以描述为从初始状态到目标状态的优

化问题， 在优化过程中如何在保证不与障碍物发

生碰撞的前提条件下最小化控制输入（能量）， 控
制输入的变化量（舒适度）和泊车时间。因此， 泊
车优化问题最终可描述为

min
τ，x，u，λ，μ

∑
k= 0

N

uT ( k )Quu ( k )+ ΔuT ( k )QΔuΔu ( k )+Qττ，

s.t. x ( 0 )= x0，x (N+ 1)= xF， （11）
x ( k+ 1)= x ( k )+ τ ( k ) f ( x ( k )+

0.5τ ( k ) f ( x ( k )，u ( k ) )，u ( k ) )， （12）

h ( x ( k )，u ( k )，τ ( k ) )≤ 0， （13）
-gTμ(m ) ( k )+(A(m )t ( k )- b(m ) )Tλ(m ) ( k )> dmin，

GTμ(m ) ( k )+R ( k )TA(m )Tλ(m ) ( k )= 0，
 A(m )Tλ(m ) ( k )

2
≤ 1，λ(m ) ( k )≥ 0，

k= 0，1，…，N， m= 1，2，…，M， （14）
式中： Qu， QΔu， Qτ为对应的权重矩阵； τ为变步长求

解系数； x0为初始状态量； xF为泊车终点状态量； dmin

为安全裕度， 这里为大于0的实数。

选取目标函数来最小化控制量及其控制增量

的成本和泊车时间， 为了提高求解效率和求解最

优性， 采用变采样步长进行优化求解。式（11）为
初始位姿约束和终端位姿约束， 式（12）为车辆运

动学约束， 式（13）为被优化量上下界约束， 
式（14）为无碰撞描述的拉格朗日对偶约束。

本文采用 Matlab 的非线性规划求解器 fmin⁃
con函数进行求解， 并采用内点法求解算法。通过

引入障碍函数的方法将约束优化问题转换成无约

束问题， 再利用优化迭代过程不断地更新效用函

数， 以使算法收敛。内点法的基本思想是在可行

域的边界筑起一道很高的障碍， 当迭代点靠近边

界时， 目标函数陡然增大， 以示惩罚， 阻止迭代点

穿越边界， 从而将最优解约束在可行域之内。为

了提高收敛速度， 提高求解效率， 将前述热启动

作为非线性规划求解器的初始值。

3　仿真验证

本文通过 3种典型的泊车场景， 即侧方停车、 

表 1　速度规划热启动算法

Tab. 1　Warm-start algorithm for speed planning

1.
2.
3.

4.

5.

6.
7.
8.
9.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

CalcCur ( pt1,pt2,pt3 )
   k1 =( pt2.y- pt1.y ) /( pt2.x- pt1.y )
   k2 =( pt2.y- pt1.y ) /( pt2.x- pt1.y )

   center.x=( k1k2( pt1.y- pt3.y ) + k1( pt1.x+ pt2.x ) -
k2 ( pt2.x+ pt3.x ) ) /( 2 ( k2 - k1 ) )

   center.y=-( center.x-( pt1.x+ pt2.x ) /2 ) k_1 +( pt1.y+
pt2.y ) /2

   return  k= 1/norm ( center,pt1)
Velocity (maxspeed,factor,k )
   if k≤ kmin 
      v=maxspeed
   elseif k≥ kmax
       v= 1*factor
   else
       k= k- kmin
       v= (maxspeed- 1) k+ 1
       v= v*factor
      end
return v
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垂直倒车、 60°斜置停车位， 对所设计的算法进行 验证。仿真参数设置如表 2 所示。

3. 1　侧方停车

图 3 为侧方停车Hybrid A*泊车路径， 浅彩色虚

线为从当前行车节点计算到终点的无碰撞RS曲线， 
当该曲线上代表车辆的矩形与障碍物（车位边界）会

发生重叠时， 碰撞位置显示为红色， 也就意味着路

径不可行， 需进行下一步迭代， 当根据车辆运动学

运动到下一个节点时， 重复进行障碍物检测， 直至

生成无碰撞路径， 即为图中绿色的曲线。

图 4 为通过全局优化方法计算得到的路径， 
该路径在安全距离内更贴近障碍物（停车位）， 所
以所需的泊车空间也会更小。由两种路线对比可

以得知， 当车从前进转为倒退时， 全局优化曲率

变化更小， 整体路径更平滑。

在图 5（a） 航向角对比图中， Hybrid A*路线

在转向时其航向角的突变意味着此点在泊车过程

原地转向， 会产生轮胎磨损， 在图 5（b） 速度对比

图中， 转向时需要车辆的急停急启， 不仅降低了

行车舒适性， 且不易跟踪控制。全局优化路线则

更加平滑， 因为时间步长也作为性能函数优化目

标， 其速度变化也更加平缓， 是更符合车辆运动

学约束的泊车路径。图 6为侧方停车全局优化变

步长系数， 可以看出在优化过程中， 适当调整步

长能够更好地兼顾求寻优效率。

3. 2　垂直倒车

图 7为垂直倒车Hybrid A*路线， 由前几步可

知， 在搜索过程中， 不同起点的 RS 曲线也不同， 
最终得到的无碰撞泊车路线为蓝色曲线。

表 2　车辆参数

Tab. 2　Vehicle parameters

车辆后轴
中心至前端
距离/m

3.7

车辆后轴
中心至左右端

距离/m

1

车辆后轴
中心至后端
距离/m

1

前轮
最大转角/rad

0.6

泊车过程
最大前进车速/

（m·s－1）

0.5

泊车过程
最大后退车速/

（m·s－1）

0.5

泊车过程
最大加速度/
（m·s－2）

0.3

库位
长度/m

5

库位
宽度/m

2.6

（a） 偏航角对比

（b） 速度对比

图 5　侧方停车航向角与车速对比

Fig. 5　Comparison of heading angle and vehicle speed for parallel 
parking

图 4　侧方停车全局优化路径

Fig. 4　Global optimal path for parallel parking

图 3　侧方停车Hybrid A*路径

Fig. 3　Hybrid A* path result for parallel parking

图 6　侧方停车全局优化变步长系数

Fig. 6　Variable step-size coefficient result
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图 8 为通过全局优化得到的路径， 同样在安

全距离内偏向停车位， 所需泊车空间更小， 且能

完成泊车任务。两路线对比， 全局优化得到的泊

车路线也更加平缓， 所需泊车空间也更小。

不同于侧方停车， 垂直停车只有一次主要转

向， 然后为目标位置附近调整转向， 在图 9（a） 
中， Hybrid A*同样存在转向角突变， 在图 9（b） 中
存在急停急启及原地转向过程， 但经过全局优化

后， 泊车过程更加平滑。图 10 为垂直停车全局优

化变步长系数， 可以看出， 在优化过程中适当调

整步长能够更好地兼顾求寻优效率。

3. 3　60°斜置停车

图 11 为斜置停车 Hybrid A*路线， 此时车头

顺着斜向方向向左， 最终得到的无碰撞停车路线

为如图所示的蓝色曲线。图 12 为斜置停车全局

优化路线， 这两条路线比前两种泊车任务更加近

似， 因为斜置的泊车路径角度变化相对较小。具

体分析可看出， 全局优化倒车点比 Hybrid A*稍
高， 且能以稍小的转弯半径完成泊车， 虽然总体

而言针对该环境的路径区别不大， 但在速度平滑

方面仍有较大差别。

斜置停车也只有一次主要转向， 然后为目标位

置调整转向， 在图 13（a） 中， Hybrid A*同样存在转

向角突变， 在图 13（b） 中存在急停急启及原地转向

过程， 但经过全局优化后， 路径航向角及速度曲线

变化更平缓， 泊车过程更加平滑。图 14 为斜置停车

（b） 速度对比

图 9　垂直停车航向角与车速对比

Fig. 9　Comparison of heading angle and vehicle speed for vertical 
parking

图 7　垂直倒车Hybrid A*路径

Fig. 7　Hybrid A* path result for vertical parking

图 8　垂直倒车全局优化路径

Fig. 8　Global optimal path for vertical parking

图 10　垂直停车全局优化变步长系数

Fig. 10　Variable step-size coefficient of global optimization for 
vertical parking

图 11　斜置停车Hybrid A*路径

Fig. 11　Hybrid A* path result for oblique parking

（a） 偏航角对比
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全局优化变步长系数， 可以看出， 在优化过程中， 适
当调整步长能够更好地兼顾求寻优效率。

4　结　论

本文在MATLAB2020b下， 验证了提出的全局

优化的数值优化方法经过改善后的热启动在平行、 

垂直和斜置停车这些不同泊车场景的可行性和通用

性， 相比典型算法得到了更平滑的泊车路径， 以及

更连续更符合实际的控制序列， 这为泊车轨迹规划

以及轨迹跟踪提供了有效的解决方案。

虽然实际优化求解在不同求解器及硬件条件

下的实时性和效率有不同的表现， 但本文仅使用

MATLAB 的 fmincon 求解器， 更着重算法结果。

实际泊车过程的轨迹规划非常依赖于从环境中感

知到符合停车要求的车位， 以及建立局部可行驶

环境， 只由跟踪得到的轨迹并不全面， 同时， 实车

在低速跟踪控制的情况将在后续进行融合感知进

一步验证整套泊车算法。
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