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具有间接感染和双剂疫苗接种的麻疹模型分析
王树森， 薛亚奎*

（中北大学 数学学院，山西 太原 030051）

摘 要：通过设置被染病者接触的物品环境可能造成间接感染的间接感染仓室， 建立了一类具有间接感染

和双剂疫苗接种的 SV1V2EIJR麻疹模型，研究了间接感染和双剂疫苗接种对麻疹疾病传播的影响。首先， 
利用比较原理得到模型的正向不变集。然后， 通过再生矩阵法得到了基本再生数R0和平衡点， 用Hurwitz判
据、 构造Lyapunov函数等方法证明了当R0 < 1时无病平衡点的全局渐近稳定性， 当R0 > 1时正平衡点的全

局渐近稳定性。最后， 通过敏感性分析、 协同效应等研究了影响麻疹疾病传播的部分关键因素并进行了数值

模拟， 给出了根据麻疹的波动进行两剂疫苗的动态接种， 合理分配第一剂疫苗接种和第二剂疫苗接种， 以及

对染病者居住环境进行消毒杀菌等措施， 以取得更好的效益。
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Abstract： By introducing an indirect infection compartment to account for potential transmission through 
contaminated objects in the environment， we established an SV1V2EIJR measles model incorporating both 
indirect transmission and two-dose vaccination.  This framework was employed to investigate their combined 
impacts on disease spread dynamics.  Firstly， the positively invariant set of the model was derived using the 
comparison principle.  Then， the basic reproduction number R0 and equilibrium points were determined through 
the next-generation matrix method.  Subsequently， we proved the global asymptotic stability of the disease-
free equilibrium when R0 < 1 via the Hurwitz criterion and Lyapunov function construction， while demonstrating 
the global asymptotic stability of the positive equilibrium when R0 > 1.  Finally， through sensitivity analysis， 
synergy effect and other means， some key factors affecting the transmission of measles disease were studied 
and numerical simulation was carried out.  The measures such as the dynamic vaccination method of two doses 
of vaccine based on the fluctuation of measles， and the rational allocation between the vaccination of the first 
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dose and the vaccination of the second dose， and the disinfection and sterilization in the living environment of 
the infected patients were given to achieve better benefits.
Key words： measles transmission model； epidemic model； stability； Hurwitz criterion； synergistic effect

麻疹（Measles）是严重危害儿童健康的急性呼吸

道传染病， 其特征是高热、 鼻炎、 咳嗽、 结膜炎和柯

氏斑。潜伏期为10~14 d， 高传染性期为黄斑丘疹

出现前4 d至出现后4 d［1］。该类病患者在封闭空间

内停留2 h后， 会通过呼吸道飞沫和雾化颗粒在人与

人之间传播。避免感染麻疹的最简单方法是接种疫

苗， 这种方法无风险， 成本效益高， 易于使用。未接

种疫苗的幼儿和孕妇更容易感染麻疹及其并发症， 
包括死亡。疫苗接种提供的麻疹免疫力已被证明可

持续至少20年， 并被广泛认为对大多数人来说是终

身的。在9~11月龄时， 疫苗效力估计为85%， 在超

过12个月时给予第二剂后增加至97%［2］。在推行麻

疹疫苗（Measles Vaccines，MV）免疫接种之前， 98%
患儿为6个月~5岁的儿童。从20世纪60年代开始

使用麻疹疫苗以来， 麻疹的发病率以及病死率大幅

下降， 在许多国家和地区已经被消除。然而， 在这

些国家中还一直存在由于急性麻疹病例的输入而引

起的散发和暴发病例［3］。未能接种疫苗可能是导致

年轻和老年群体免疫差距的根本原因， 并为疾病暴

发增加创造了条件［4］。

数学模型已成为许多研究人员了解不同人群中

疾病流行病学的重要工具。为了更好地了解疾病的

传播动力学和有效的控制措施， 各种方法和各种疾

病的数学模型已经被开发和使用［5⁃12］。Ochoche等［13］

提出了一个纳入疫苗接种作为控制策略， 并捕获感

染性的两个阶段（即无症状感染和有症状感染）的模

型并进行了平衡点的求解和稳定性分析； Kusmawati
等［14］研究了接种和移民传播对麻疹疾病传播的影响， 
但忽略了潜伏期； 姜翠翠等［15］发现忽略潜伏期会高

估基本再生数； Wallinga等［16］指出疫苗覆盖率低的

社区可能发生重大疫情。在这种重大疫情期间， 每
增加一个超过阈值的易感个体， 就会增加几乎两例

感染； Sowole等［17］探讨了麻疹易感人群和暴露人群

采取控制措施后麻疹的流行及控制情况， 指出如果

易感人群中有更多的人接种疫苗， 潜伏期的暴露者

在感染前进行治疗， 那么随着时间的推移， 疾病将

被更快地根除； Peter等［18］建立了一个设置住院隔离

组来减少易感者与感染者的有效接触， 有7个隔间

的数学模型来研究麻疹的动力学； Kavya等［19］重点

研究了延迟接种、 定期接种和媒体意识的麻疹影响

模型， 证实了提高媒体意识有助于控制麻疹的传播， 
政府和政策制定者可以决定减少疾病所需的媒体意

识， 但未考虑到疾病暴发期时疫苗接种的时间变化， 
以及第二剂疫苗接种与否的问题， 实际上很少有研

究者考虑双剂量疫苗接种传播动力学的麻疹模型［20］。

从文献［21］中可以发现母体抗体的减弱可能导致婴

儿在接种含麻疹疫苗（MCV）之前失去对麻疹的保护， 
且麻疹的二次发病率超过90%， 是一种高度传染性

疾病， 所以很多地区都会进行两次疫苗接种。麻疹

在全球范围内影响深远， 因此研究麻疹传播动力学

的建模工作依然很有意义。

受以上启发， 本文考虑麻疹患者接触过的手帕、 
水杯、 餐具等物品也可能含有麻疹病毒， 若健康人

群在未消毒的情况下使用这些物品， 则可能被间接

感染。设置一个被染病者接触的物品环境可能造成

感染的间接感染仓室， 同时考虑母体抗体的保护作

用、 双剂疫苗接种和潜伏期， 建立了SV1V2EIJR麻

疹模型， 研究该模型影响麻疹疾病传播的部分关键

因素并进行了数值模拟， 给出根据麻疹的波动进行

两剂疫苗动态接种的方式以及应当合理分配第一剂

疫苗接种、 第二剂疫苗接种和对染病者居住环境进

行消毒杀菌的措施。

1　模型的假设和建立

1. 1　模型的假设

基于麻疹病毒传播机理和以上考虑建立具有间

接感染和双剂疫苗接种策略的SV1V2EIJR麻疹模

型。此模型将总人群数量N ( t )分为易感者S ( t )、 第
一剂疫苗接种完成者V1 ( t )、 第二剂疫苗接种完成者

V2 ( t )、 潜伏者E ( t )、 染病者 I ( t )、 间接感染仓室

J ( t )、 治愈者 R ( t ) 共 7 类， 并且 N ( t )=S ( t )+
V1 ( t )+V2 ( t )+E ( t )+I ( t )+J ( t )+R ( t )。其中， 
易感者S ( t )表示新生儿中未获取麻疹病毒抗体且无

任何预防保护措施的易染病人群， 第一剂疫苗接种

完成者V1 ( t )表示已经接种完成第一剂疫苗的人（新

生儿中已从母体获取麻疹病毒抗体的也可视为已经

接种完成第一剂疫苗的人群）， 第二剂疫苗接种完成

者V2 ( t )表示已经接种完成第二剂疫苗的人群， 潜
伏者E ( t )表示已经被麻疹病毒感染但处于潜伏期的
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人群， 染病者 I ( t )表示已经被麻疹病毒感染且暴发

疾病的人群， 间接感染仓室 J ( t )表示部分染病者可

以通过接触过的手帕、 水杯、 餐具等物品使易感者

染病， 治愈者R ( t )表示染病者中被治愈的人群。

对于该模型有以下假设：

1） 考虑人口的自然出生、 死亡、 流动等因

素， 用动力系统模拟出人口的流动。假设人口自

然死亡率为d。
2） 麻疹患者的因病死亡率μ也将考虑在内。

3） 易感人群的第一剂疫苗接种率为 β， 免疫

力丧失率为 γ， 第二剂疫苗接种率为 δ， 疾病传播

率为α， 易感人群与间接感染仓室的相互作用率为

η， 受感染人群的治愈率为 ϕ， 接种双剂疫苗的个

体恢复的比率为 ε， θ为染病个体使间接感染仓室

以速率 θ受到污染， 而病毒以速率ω在被污染的物

品中清除。

4） 接种了第二剂疫苗的人不会再变得易感。

5） 从麻疹中康复的人不能被再次感染。

6） 仓室 I向仓室 J不是人口的转移， 在状态转

移图中用虚线箭头表示。

模型的状态转移如图 1 所示。

1. 2　模型的建立

根据非线性动力学理论对其进行动力学建

模 ， 构 建 具 有 间 接 感 染 和 双 剂 疫 苗 接 种 的

SV1V2EIJR麻疹模型
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S' ( t )= λ(1 - z )+ γV1 ( t )-( βS ( t )+ dS ( t )+ αS ( t ) I ( t )+ ηS ( t ) J ( t ) )，
V1 ' ( t )= λz+ βS ( t )-( γ+ d+ δ )V1 ( t )，
V2 ' ( t )= δV1 ( t )-(d+ ε )V2 ( t )，
E' ( t )= αS ( t ) I ( t )+ ηS ( t ) J ( t )-(d+ τ )E ( t )，
I' ( t )= τE ( t )-(d+ μ+ ϕ ) I ( t )，
J' ( t )= θI ( t )-ωJ ( t )，
R' ( t )= ϕI ( t )+ εV2 ( t )- dR ( t )，

（1）

式中： λ为新生儿进入率； z为新生儿从母体获取

麻疹病毒抗体的占比； 给定任何时间 t易感者、 第
一剂疫苗接种完成者、 第二剂疫苗接种完成者、 
潜伏者、 染病者、 间接感染仓室、 治愈者的人口数

量 分 别 为 S ( t )，V1 ( t )，V2 ( t )，E ( t )，I ( t )，J ( t )，

R ( t )， 且 N ( t )=S ( t )+V1 ( t )+V2 ( t )+E ( t )+
I ( t )+J ( t )+R ( t )。同时， 模型（1）的前 6 个式子

不含 R ( t )， 因此可以只考虑动力系统（2）。当

系统（2）初值非负时， 类似于文献［22］也可得到系

统（2）的正不变集如式（3）所示。
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V1 ' ( t )= λz+ βS ( t )-( γ+ d+ δ )V1 ( t )，
V2 ' ( t )= δV1 ( t )-(d+ ε )V2 ( t )，
E' ( t )= αS ( t ) I ( t )+ ηS ( t ) J ( t )-(d+ τ )E ( t )，
I' ( t )= τE ( t )-(d+ μ+ ϕ ) I ( t )，
J' ( t )= θI ( t )-ωJ ( t )。

（2）

Ω=ì
í
î

( S ( t )，V1 ( t )，V2 ( t )，E ( t )，I ( t )，J ( t ) ) | S ( t )+V1 ( t )+V2 ( t )+E ( t )+ I ( t )+ J ( t )≤

ü
ý
þ

λ(1 - z )
d

，S ( t )≤ λ(1 - z )
β+ d

，J ( t )≤ λθ (1 - z )
dω

。 （3）

2　模型的平衡点和基本再生数

令系统（2）的微分方程右端为 0， 得到其无病

平衡点E0和正平衡点E *
e， 表示为

E0 =(S0，V10，V20，0，0，0 )，
E *
e =(S*，V1

*，V2
*，E *，I *，J * )。

为了方便书写和计算， 令
β+ d=D， γ+ d+ δ=T，  d+ ε=H，
d+ τ=A， d+ μ+ ϕ=B， ηθ+ αω=P，

图 1　模型的状态转移图

Fig. 1　State transition diagram of model
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其中，

S0 =
λ[ ](1 - z )(d+ δ )+ γ

dγ+( τ+ δ )D
， V10 =

λz+ βS0

T
， V20 =

δV10

H
，S* = ABω

τP
， V1

* = βABω+ τ (d+ δ ) λz
τTP

，

V2
* = δV1

*

H
， E * = B

τ
I *， I * = λ(1 - z )-DS* + γV1

*

(α+ η )S* ， J * = θI *

ω
。

根据系统（2）和下一代矩阵法［23］， 将无病平衡

点E0的取值代入F和V矩阵中， 可得

F1 =
é

ë

ê

ê
êêê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

úαS0 I+ ηS0 J
0
0

， V1 =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úAE

IB- τE
ωJ- θI

，

F=
é

ë

ê

ê
êêê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú0 αS0 ηS0

0 0 0
0 0 0

， V=
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

úA 0 0
-τ B 0

0 -θ ω
，

FV-1 =
é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úτPS0

ABω
PS0

Bω
ηS0

ω
0 0 0
0 0 0

。 （4）

计算特征方程|FV-1 - λE |= 0有

λ1 = τS0P
ABω

， λ2，3 = 0。
矩阵（4）的谱半径为

ρ0 (FV-1 )= τS0P
ABω

。
系统（2）的基本再生数

R0 = τS0P
ABω

。

3　模型动力学行为分析

定理 1　当且仅当R0 < 1时， 系统（2）在无病

平衡点E0处局部渐近稳定。

证明　系统（2）在无病平衡点处的雅可比

（Jacobi）矩阵为

JE0 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú

ú

ú

ú

ú

ú
-D γ 0 0 -αS0 -ηS0

β -T 0 0 0 0
0 δ -H 0 0 0
0 0 0 -A αS0 ηS0

0 0 0 τ -B 0
0 0 0 0 θ -ω

。

将行列式 | λE- JE0
|按第 3 行第 3 列展开， 可

以得到形如
|
|
||||

|
|
|||| J1 J2

0 J3
的行列式，其中，

J1 =
|

|

|
||
|
|
||

|

|
||
|
|
| λ+D -γ

-β λ+T
，

 J3 =
|

|

|

|
|||
|

|

||

|

|

|
|||
|

|

| λ+A -αS0 -ηS0

-τ λ+B 0
0 -θ λ+ω

，

即 JE0 的特征方程 ( λ+H ) J1 J3 如式（5）所示。显然

其中一个特征根 λ1 =-H， 其余特征根由式（6）和
式（7）给出。

( λ+H ) [( λ+D )( λ+T )- βγ ] [( λ+A )( λ+
B )( λ+ω )- ατ ( λ+ω )S0 - τθηS0 ]= 0，（5）

[( λ+D )( λ+T )- βγ ]= 0， （6）

[( λ+A )( λ+B )( λ+ω )- ατ ( λ+ω )S0 -
τθηS0 ]= 0。 （7）

令
D+T= a1，DT- βγ= a2。

对于式（6）， 根据 Routh-Hurwitz 准则， 由于

模型中的所有参数都是正的， 显然 a1 > 0， 而在

a2 > 0的条件下显然有

λ2=- 1
2 [(D+T )+ (D-T )2+4βγ ]<0，

λ3 =- 1
2 [(D+T )- (D-T )2 + 4βγ ]< 0。

式（7）中其它3个特征值可以表示为
τPS0

( λ+A )( λ+B )( λ+ω )- ατλS0
= 1。 （8）

将方程（8）重置， 令

B ( λ )= τPS0

( λ+A )( λ+B )( λ+ω )-ατλS0
=R1 ( λ )。

假设 λ= x+ iy， 且Re ( λ )≥ 0， 有

| B ( λ ) |= | R1 ( λ ) |≤ τPS0

|| ( λ+A )( λ+B )( λ+ω )- ατλS0
≤R1 ( x )≤R1 ( 0 )，

即 R1 ( 0 )=B ( 0 )=R0 < 1， 因此 | R1 ( λ ) |≤ 1， 则
对于R0 < 1，B ( λ )= 1对应的特征值都为实根， 无
虚根。因此， 当R0 < 1时， 式（7）的所有特征值都

有负实部， 即无病平衡点E0是局部渐近稳定的。

定理 2　当 R0 > 1 时， 系统（2）在正平衡点

Ee
*处局部渐近稳定。

证明　引入x1=S ( t )， x2=V1 ( t )， x3=V2 ( t )，
x4=E ( t )， x5=I ( t )， x6=J ( t )， 则系统（2）变为
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dx1

dt = λ(1 - z )+ γx2 -( βx1 + dx1 + αx1 x5 + ηx1 x6 )≡ e1，

dx2

dt = λz+ βx1 -( γ+ d+ δ ) x2 ≡ e2，

dx3

dt = δx2 -(d+ ε ) x3 ≡ e3，

dx4

dt = αx1 x5 + ηx1 x6 -(d+ τ ) x4 ≡ e4，

dx5

dt = τx4 -(d+ μ+ ϕ ) x5 ≡ e5，

dx6

dt = θx5 -ωx6 ≡ e6。
在R0 = 1且选择分叉参数α的情况下：

阈值点
α= α* =

(d+ τ )(d+ μ+ ϕ ) [(d+ β )(d+ δ )+ dγ ]
λτ [(1 - z )(d+ δ )+ γ ]

−ηθ
ω

处E0周围的 Jacobi矩阵为

J=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú

ú

ú

ú

ú

ú
-D γ 0 0 -α* x1 -ηx1

β -T 0 0 0 0
0 δ -H 0 0 0
0 0 0 -A α* x1 ηx1

0 0 0 τ -B 0
0 0 0 0 θ -ω

。

对应于 0 特征值的右特征向量和左特征向量

分别为

W=(w1，w2，w3，w4，w5，w6 )，
V=( v1，v2，v3，v4，v5，v6 )，

其中，

w1 = x1PT
-D (d+ δ )- dγ

，

w2 = x1 βP
-D (d+ δ )- dγ

，

w3 = x1δβP
-H [ D (d+ δ )+ dγ ]

，

w4 = ωB
τ

，w5 =ω，w6 = θ，v1 = β，v2 =D，

v3 = 0，v4 = τ，v5 =A，v6 = ηx1 ( τ- β )
ω

，

所 以 ， a= ∑
k，i，j= 1

6

vkwiwj
∂2ek

∂xi∂xj
(E0，α* )， b=

∑
k，i= 1

6

vkwi
∂2ek

∂xi∂β
(E0，α* )的符号决定了正平衡点Ee

*

的局部渐近稳定性判据， 代入无病平衡点E0处测量

的 所 有 二 阶 偏 导 的 值 ， 在 α> ηθ
ω

和

η< ωAB [ dγ+D (d+ δ ) ]
λτθ [(1 - z )(d+ δ )+ γ ]

的 前 提 下 ， 由 a=

-αv1w1w5 −ηv1w1w6<0， b=-v1w1w5+v4w1w5

>0给出。因此， 在R0 = 1处发生跨临界分岔。

综上， 当R0 > 1 时， 系统（2）在正平衡点 Ee
*

处局部渐近稳定。

定理 3　当R0 < 1时， 系统（2）在E0 是全局稳

定的； 当R0 > 1时， 系统（2）在Ee
*是全局稳定的。

证明　当R0 < 1时， 构造Lyapunov函数

L0 =E+ d+ τ
τ

I+ (d+ τ )(d+ μ+ ϕ )
θτ

J。
沿系统（2）轨线求导， 可得

L0 '= αSI+ ηSJ-(d+ τ )E+
d+ τ
τ [τE-(d+ μ+ ϕ ) I ] +

(d+ τ )(d+ μ+ ϕ )
θτ

(θI-ωJ )=

αSI+ ηSJ-(d+ μ+ ϕ ) I-
ω(d+ τ )(d+ μ+ ϕ )

θτ
J≤

αS0 I+ ηS0 J-(d+ μ+ ϕ ) I-
ω(d+ τ )(d+ μ+ ϕ )

θτ
J (因S≤ S0 )。

再将R0 = τS0αω+ τS0ηθ
(d+ τ )(d+ μ+ ϕ )ω

代入， 则

L0 '≤(d+ μ+ ϕ )(R0 - 1) I+

S0ηJ ( )1 - d+ τ
τ

。
当 R0 < 1 时， L0 ≤ 0 且 L0 = 0 当且仅当 E=

I= J= 0，所以由Lyapunov-LaSalle不变集原理和

E0 的局部稳定性可得， 当R0 < 1时， E0 是全局稳

定的。

当R0 > 1时， 即使Lyapunov函数中不显式包

含V2， 其稳定性仍可通过以下关系保证， 即

V2 ( t )= e-(d+ ε ) tV2 ( 0 )+ δ ∫
0

t

e-(d+ ε )( t- s )V1 ( s ) ds。
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当V1 →V1
*， 由积分收敛性可知V2 →V2

* = δ
d+ ε

V1
*， 所以构造Volterra-type Lyapunov函数

L1 =(S- S* - S* ln S
S* )+ γ

γ+ d+ δ ( )V1 -V1
* -V1

* ln V1

V1
* + ( )E-E * -E * ln E

E * +

αS* + ηS* θ
ω

d+ μ+ ϕ ( )I- I * - I * ln I
I * + ηS*

ω ( )J- J * - J * ln J
J * 。

再将正平衡点的关系 λ(1 - z )=(d+ β )S* +
αS* I * + ηS* I * - γV1

*，(d+ μ+ ϕ ) I * = τE *， λz=
( γ+ d+δ )V1

*-βS*， (d+ τ )E *=αS* I *+ηS* J *， 
θI *=ωJ * 和 关 系 SI- S* I * = S* ( I- I * )+ I * (S-

S* )+( I- I * )( S- S* )，SJ- S* J * = S* ( J- J * )+
J * (S- S* )+( J- J * )( S- S* ) 代入， 则它沿着系

统（2）的全导数为

L1 '= ( )1 - S*

S [γ (V1 -V1
* )-( β+ d )( S- S* )- α ( SI- S* I * )- η( SJ- S* J * ) ] +

γ
γ+ d+ δ ( )1 - V1

*

V1
[ β ( S- S* )-( γ+ d+ δ )(V1 -V1

* ) ] +

( )1 - E *

E [α ( SI- S* I * )+ η( SJ- S* J * )-(d+ τ )(E-E * ) ] +

αS* + ηS* θ
ω

d+ μ+ ϕ ( )1 - I *

I [τ (E-E * )-(d+ μ+ ϕ )( I- I * ) ] +

ηS*

ω
(1 - J *

J
) [θ ( I- I * )-ω( J- J * ) ] =-d

(S- S* )2

S
- γ

(V1 -V1
* )2

V1
-(d+ ε ) V2 -V2

* )2

V2
-

αS*( )2 - S*

S
- SI
S* I * - ηS*( )2 - S*

S
- SJ
S* J * ，

所以， L1 '≤ 0，且 L1 '= 0 当且仅当 S=S*， V1=
V *

1， V2=V *I
2 ， E=E *， I=I *， J=J *。由 Lyapunov-

LaSalle不变集原理和Ee
* 的局部稳定性可以得到， 

当R0 > 1时， Ee
*全局稳定， 证毕。

4　敏感性分析和数值模拟

敏感性分析和数值模拟未特别给定的参数值

见表 1。

基本再生数R0 是评估疾病传播能力的重要指

标， 忽略潜伏期［15］（高估）和环境间接感染［24］（低

估）都会使基本再生数的判断不准确。
R0 =

τλ( ηθ+ αω ) [(1 - z )(d+ δ )+ γ ]
ω(d+ τ )(d+ μ+ ϕ ) [ dγ+(d+ δ )(d+ β ) ]

。
由R0 公式可以看出， α，η，θ对R0 有正向的影

响， β， ϕ对R0有反向的影响。

图 2 为部分参数的标准化敏感性系数分析， 展
示了其对基本再生数的独立影响， 其绝对值大小反

表 1　模型参数

Tab. 1　Model parameters

参数

疾病传播率α
潜伏暴发率 τ

污染率 θ
间接感染率 η
病毒清除率ω
人口进入率 λ

免疫力丧失率γ
自然死亡率d

第二剂疫苗接种率δ
因病死亡率μ

治愈率ϕ
第一剂疫苗接种率β

新生儿携带抗体比例 z

恢复率 ε

取值

9.6696 × 10-9

26
8

1.1352 × 10-9

1.6
1.728 × 107

0.15
0.0131

0.8
10
20

0.8216
0.35

0.7

来源

文献[24]
文献[24]
文献[24]
文献[24]
文献[24]
文献[24]
文献[24]
文献24]
文献[25]

中国国家卫健委(2020)
文献[24]
文献[24]

中国疾病预防控制中心
(2020)

文献[25]

图 2　R0对参数的标准化敏感性分析

Fig. 2　Standardized sensitivity analysis of R0 to parameters
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映了对应参数对R0的影响， 加号和减号分别表示该

影响是正向的还是负向的。图 3 和图 4 分别为R0和

弹性系数随部分关键参数动态变化的曲线。

当人们重视麻疹疾病并采取各种管控措施

（例如积极响应注射麻疹疫苗、 对感染者进行医学

隔离以及对他们接触过的物品进行杀毒消菌等）

时疾病传播率与间接感染率会降低， 疫苗接种率

提高， 使得 R0 < 1， 疾病很快便会稳定。令 α=
9. 669 6×10−9， η=1. 135 2×10−9， β=0. 821 6， 
δ=0. 8， 此时 R0=0. 008 802 9<1， 根据定理 1， 
系统的无病平衡点渐近稳定， 此时E ( t )，I ( t )的变

化曲线如图 5 所示。反之， 当麻疹管控不到位

时， 疾病传播率与间接感染率会升高， 疫苗接种

率降低， 导致R0 > 1， 疾病暴发且较长时间后才

能 达 到 平 衡 状 态 。 令 α=9. 669 6×10−9， η=
1. 135 2×10−9， β=0. 821 6， δ=0. 8， 此时 R0 =

1. 727 6 > 1， 根据定理 2， 系统的正平衡点渐近稳

定， 此时E ( t )，I ( t )的变化曲线如图 6 所示。

下面考虑部分关键参数间的交互作用。经计

算， ∂2R0

∂β∂δ = 0. 278 4 > ∂2R0

∂β∂ω = 0. 243 1 ≫ ∂2R0

∂δ∂ω =

0. 054 6 > 0。图 7 的三维热图展示了R0 随参数 β

和 δ变化的协同效应。由图 7 可知， 两剂疫苗接

种的影响不是简单的线性叠加， 根据麻疹的波动

可以缩短或者延长两剂疫苗接种的间隔时间， 如
麻疹暴发期应该缩短间隔（β和 δ的高协同效应）； 
在一些资源匮乏， 麻疹疫苗接种率低的地区（如非

洲部分国家）， 或可利用好 β和 δ的协同效应合理

分配第二剂疫苗接种工作和对染病者居住环境的

消毒杀菌工作以实现突破性进展； 对被污染环境

的消毒杀菌最好是在第一剂疫苗接种后， 而在接

种了两剂疫苗后再进行消毒杀菌所带来的效益是

极低的。

图 3　R0随参数的变化

Fig. 3　Change of R0 with the parameters

图 4　R0对参数的弹性

Fig. 4　The elasticity of R0 to parameters

图 5　R0 < 1时E0的全局渐近稳定性

Fig. 5　The global asymptotic stability of E0 at R0 < 1

图 6　R0 > 1时E *
e 的全局渐近稳定性

Fig. 6　The global asymptotic stability of E *
e  at R0 > 1
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5　结　论

本文根据目前麻疹研究的现状， 并通过设置

被染病者接触的物品环境可能造成间接感染的间

接感染仓室， 建立了一类具有间接感染和双剂疫

苗接种的SV1V2EIJR麻疹模型， 利用下一代矩阵

法得到了模型的基本再生数R0， 且计算了模型的

无病平衡点和正平衡点， 通过Hurwitz判据和构造

Lyapunov 函数等方法对模型的稳定性进行了证

明。结果表明： 当R0 < 1 时， 模型的无病平衡点

是全局渐近稳定的； 当R0 > 1 时， 模型的正平衡

点是全局渐近稳定的。最后通过敏感性分析、 协
同效应等研究了影响麻疹疾病传播的部分关键因

素并进行了数值模拟。模拟结果表明： 两剂疫苗

接种的影响不是简单的线性叠加， 应该根据麻疹

的波动缩短或延长两剂疫苗接种的间隔时间； 在
一些资源匮乏、 麻疹疫苗接种率低的地区也应该

合理分配第二剂疫苗接种工作和对染病者居住环

境的消毒杀菌工作以实现突破性进展； 对被污染

环境的消毒杀菌最好是在第一剂疫苗接种后， 而
在接种了两剂疫苗后再进行消毒杀菌所带来的效

益是极低的。影响麻疹传播的因素还有很多， 例
如人口密度与地理分布、 人口迁移与流动等， 后
续研究可以考虑加入这些因素。
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