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一类具有容量状态约束的SIR模型的短期最优控制
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（中北大学 数学学院，山西 太原 030051）

摘 要：在传染病暴发的初期， 尤其对于新发传染病， 非药物干预措施对于遏制传染病的扩散起着至关重要

的作用。相较于大多数已有的文献关注长时域或无穷时域， 研究短时域上的非药物干预的最优实施问题具

有更大的现实意义。本文研究了一类关于SIR模型的短期最优控制问题， 为了体现疾病渗流不能超过医疗

系统承载能力的要求， 该问题还考虑了一个状态约束。本文试图寻找最优的非药物干预措施， 旨在最大化最

终易感者的规模。不同于传统的方法， 本文基于已有的结论构造了一种新的理论框架用于求解所提出的最

优控制问题。最优解被证实为仅包含单次切换的 bang-bang控制， 具体而言， 在初始阶段以最大强度实施干

预措施， 并在一个最优切换点后干预措施被完全移除。这种控制形式对于不同的初始条件展现出良好的鲁

棒性。
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Abstract： At the early stage of outbreak of an infectious disease， particularly a newly emerging disease， non-
pharmaceutical interventions play a crucial role in curbing the spread of disease.  Compared to long-term or 
infinite-term issues that the majority of existing work focus on， investigating the optimal implementation of 
non-pharmaceutical interventions on short-term horizon has greater practical significance.  This paper examines 
a kind of short-term optimal control problems for an SIR model.  To reflect the requirement that the disease 
prevalence must not exceed the capacity of health-care system， the problem incorporates a state constraint.  
The paper seeks to identify optimal non-pharmaceutical interventions， aimed at maximizing the final size of 
susceptible individuals.  In contrast to traditional approaches， based on prior results， this paper constructs a 
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novel theoretical framework for solving the proposed problem.  The optimal solution is proved to be a bang-
bang control involving a single switch， more precisely， the interventions are imposed at the maximum intensity 
during the initial phase， and then lifted completely after an optimal switching point.  This control form exhibits 
good robust performance across varying initial conditions.
Key words： optimal control； non-pharmaceutical interventions； bang-bang control； short-term horizon； 

capacity state constraint

0　引　言

如何对传染病实施最优的控制策略一直是研

究者关注的焦点。从社会层面看， 过度干预会对

正常的社会秩序与经济活动造成严重的影响， 导
致商业活动停滞、 企业运营受阻， 进而引发大规

模的失业与经济衰退。从个人层面看， 企业停工

停产与效益下滑会直接导致个人收入的减少， 给
家庭带来严重的经济压力。此外， 长期管控还可

能引发公众的心理健康问题。因此， 探究如何采

取最优的控制策略来遏制或缓解传染病的传播具

有重要的现实意义。

针对传染病的控制策略主要分为两大类， 即
药物干预［1‐9］和非药物干预［10‐17］。对于处于暴发初

期的传染病， 尤其是新发传染病， 由于传播特性

暂不清晰、 缺乏有效的疫苗与特效药物尚不明

确， 非药物干预， 包括隔离［3‐4，14］、 社交距离［13，15］等

策略， 是遏制传染病传播的核心手段。

近年来， 非药物干预的最优实施问题备受学

术界的关注。Angulo 等［10］在疾病渗流（Disease 
Prevalence）不超过某一阈值的约束下， 提出了最

小化干预持续时间的最优控制策略。Avram等［11］

研究了固定时域下非药物干预的最优实施问题， 
而 Miclo 等［12］借助不同的方法讨论了无穷时域的

情形。对于上述问题， 最优解具有一个共同的特

征： 最优解包含了一段“满载原则（Filling the Box 
Policy）”。另一方面， 鉴于非药物干预措施的实施

必然引发社会与经济的代价， 考虑非药物干预措

施的时间或代价约束的最优控制问题也受到了广

泛关注。Bliman等［13］研究了一个旨在最大化最终

易感者比例的最优控制问题， 其中， 非药物干预

措施只能在一个具有给定的最大持续时间的区间

内实施。Feng 等［14］与 Bliman 等［15］探讨了类似的

最优控制问题， 它们要求实施非药物干预措施的

总时长等于或不超过一个给定的值， 而不再局限

干 预 措 施 只 能 在 一 个 单 一 的 区 间 内 实 施 。

Britton等［16］与 Balderrama 等［17］考虑了更一般的情

形， 引入了非药物干预措施的总代价约束， 但是

后者还要求非药物干预措施只能在一个有限区间

内实施。与之前的问题不同， 这些问题的最优解

为 bang-bang控制， 其特征为在一个时间段内以最

大强度实施干预措施， 但在其它时间段内不施加

任何控制。

尽管对最优的非药物干预措施的研究已取得

显著进展， 但是已有的研究忽视了一个重要的问

题。绝大部分工作聚焦于长时域或无穷时域上的

最优控制问题， 所谓长时域， 指的是时域足够长

使得尽管此后不再施加任何控制， 染病者比例也

不再增加［10‐11］。然而， 在传染病暴发的早期阶段， 
尤其是在有效疫苗普遍接种之前， 非药物干预措

施对遏制疫情的传播起着关键性的作用。因此， 
本文研究短期最优控制问题。此外， 考虑到实施

控制策略的核心目标之一是防止出现医疗资源挤

兑［12］， 本文引入了一个容量状态约束。不同于常

见的庞特里亚金极大值原理（Pontryagin’ Maxi‐
mum Principle）和哈密顿-雅可比方程（Hamilton-
Jacobi Equation）等方法［18］， 受到 Angulo等［10］工作

的启发， 本文构造了一种新的理论框架用于求解

所提出的最优控制问题， 即通过比较状态轨迹的

相对位置从而确定最优轨迹。

1　最优控制问题

本文通过非药物干预措施研究 SIR 模型的最

优控制问题， 该模型可以由以下微分方程组

刻画［19‐20］

Ṡ=-(1 - u ) βSI，  İ=(1 - u ) βSI- γI，（1）

式中： S和 I分别为易感者和染病者的比例； β和 γ
分别对应感染率和恢复率。假设传染病的总人口

保持不变， 因此， 在系统中省略了关于恢复者R
的动力学方程。在数学上， 非药物干预措施对传

染病动力学的影响通过控制参数 u体现， 换言之， 
在非药物干预措施的作用下， 感染率从 β降低为
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(1 - u ) β。
该问题具有两个主要特征： 一方面， 本文讨

论短时域上的最优控制问题； 另一方面， 本文还

引入一个关于疾病渗流 I ( t )， 即染病者的比例， 的
状态约束： I ( t )不超过一个特定的阈值， 该阈值可

被解释为医疗系统的承载能力， 记为 Imax。一旦染

病者的比例 I超过阈值 Imax， 医疗资源就可能出现

短缺， 从而造成死亡率显著上升。

综上， 本文提出如下具有状态约束和终端约

束的最优控制问题：

Maximize   J ( x，u )= S ( tT )
subject  to  ẋ ( t )= f ( x ( t )，u ( t ) )，
                  u ( t )∈U，   t∈[ 0，tT ]，

                  I≤ Imax，

                  x ( 0 )= x0， I ( tT )= Imax， （OC）

式中： x：= (S，I ) T
表示状态变量； x0 表示系统（1）

的初始条件。在本文中， 仅考虑 u ( t )为分段连续

函 数 ， 且 满 足 u ( t )∈U：=[ 0，umax ]， 其 中 ， 
umax ∈( 0，1 ] 表示可实行的最大干预强度。在这

里， 上界 umax 的设定反映了通过实施非药物干预

感染率可以实现的最大的缩减程度。状态约束

I≤ Imax 反映了染病者比例 I ( t )维持在医疗系统的

承载能力 Imax ∈( 0，1 ]之下。在这里， Imax 的取值较

小， 以保证状态约束 I≤ Imax 必须在非药物干预作

用下才能实现。此外， 问题（OC）也增加了终端约

束 I ( tT )= Imax， 否则该问题的最优解是平凡的。

在本文中， 假设当 u= 0 时， 即未施加控制策略， 
系统（1）的基本再生数R0 = β/γ> 1。

2　问题（OC）的最优解

首先， 考虑在初始时刻 t= 0， I= Imax的情形。

定理 1　对于初始条件 x0 =(S0，I0 )T， 其中， 
S0 > γ/β， I0 = Imax， 若终端时刻 tT 较小， 则问题

（OC）的最优解 u∗( t )为 bang-bang控制， 其具有如

下形式：

u* ( t )=ì
í
î

umax， t∈[ 0，tc ]，
0， t∈( tc，tT ]，

其中， 切换时刻 tc是由 β、 γ、 S0、 tT与 Imax 确定的

常数。

在下文中， 把满足定理 1中条件的问题（OC）
称为问题（OC′）。

注　在定理 1 中， 终端时刻 tT较小的条件是

必不可少的。容易证明， 随着 tT的增加， S ( tT )的

可能最大值减小； 一旦 tT 足够大， 终端条件

I ( tT )= Imax将无法满足。

对于问题（OC′）， 任一可行轨迹均由一段或

多 段 弧 组 成 ， 每 段 弧 的 起 点 和 终 点 均 位 于

I= Imax上。

基于上述事实， 为证明定理 1， 定义两类弧。

考虑连接位于 I= Imax 上两个给定的点， 起点 xb：
=(Sb，Ib )T 和终点 xd：=(Sd，Id )T， 的所有可能的

弧， 这意味着 Ib = Id = Imax。文献［10］指出， 任意

两段弧的时间成本， 即沿着它们所用的时长， 可
以根据它们的相对位置直接比较。据此可知， 上
述所有弧中， 时间成本最大的弧， 记作 L̂，可以由

以下控制函数 û生成：

û ( t )=ì
í
î

umax， t∈[ tb，tc ]，
0， t∈( tc，td ]，

（2）

式中： tb和 td分别表示起始时刻和终止时刻； tc表
示切换时刻。需要指出的是， 一旦 tb和 xb给定， tc
和 td可以由 xd唯一确定。弧 L̂被称为边界弧， 其
它的弧统称为内部弧。

接下来， 给出关于边界弧的两个结论。

引理 1　对于两段边界弧Li， i∈ { 1，2 }， 满足

S1
b = S2

b， 如果 S1
d < S2

d， 那么 C1 >C2， 反之亦然。

这里， Sib表示第 i段边界弧初始时刻的易感者比

例， Sid表示终端时刻的易感者比例， Ci表示对应

的时间成本。

显然， 引理1成立。

引理 2　给定 tb、 td和xb， 若 tb - td > 0且取值

较小， 同时， Sb > γ/β， 则存在唯一的 tc和 xd， 使
得在由式（2）定义的控制 û作用下， 存在一段连接

xb和xd的边界弧。

证明　首先， 给出一个结论［10，20］。由系统（1）
可知， 如果在某一区间 [ t1，t2 ]上， u≡ u0 ≠ 1， 那
么对于 t∈( t1，t2 ]， 有

I ( t )+ S ( t )- γ
(1 - u0 ) β

ln S ( t )=

I ( t1 )+ S ( t1 )- γ
(1 - u0 ) β

ln S ( t1 )。 （3）

式（3）表明， 当 S ( t1 )和 I ( t1 )已知时， I ( t )可
以 表 示 为 S ( t ) 的 函 数 ， 记 作

I ( S；S ( t1 )，I ( t1 )，u0 )， 其表达式依赖于控制常数

u0。因此， 由系统（1）可知，

t2 - t1 =- 1
(1 - u0 ) β ∫

S ( t1 )

S ( t2 ) dS
SI ( S；S ( t1 )，I ( t1 )，u0 )

。
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特别地， 若在[ t1，t2 ]上， u≡ 1， 则

t2 - t1 =- 1
γ

ln ( I ( t2 )
I ( t1 ) )。

现在， 若存在一段连接 xb和 xd的边界弧， 则
其时间成本为

td - tb =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

- 1
(1 - umax ) β ∫

Sb

Sc dS
SI ( S；Sb，Ib，umax )

- 1
β ∫

Sc

Sd dS
SI ( S；Sc，Ic，0 )

， umax < 1，

- 1
γ

ln ( )IcIb - 1
β ∫

Sc

Sd dS
SI ( S；Sc，Ic，0 )

， umax = 1，
（4）

式中： Sc ≔ S ( tc )； Ic：= I ( tc )。
一方面， 式（4）表明， 在任何情形下， 式（4）右

侧表达式关于Sd是连续的。注意到Sc和 Ic也可视

为Sd的函数， 因为由式（3）可知以下结论成立

Id + Sd - γ
β

ln Sd = Ic + Sc -
γ
β

ln Sc =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

Ib + Sb - γ
(1 - umax ) β

ln Sb + umaxγ
(1 - umax ) β

ln Sc， umax < 1；

Ic + Sb - γ
β

ln Sb， umax = 1。
另一方面， 引理1表明， 该表达式关于Sd是单

调的。因此， 根据式（4）， 可以确定唯一的Sd。一

旦Sd确定， tc也可以唯一确定。

基于上述的讨论， 定理 1 的证明可以归结为

以下两个命题。

命题 1　对于问题（OC′）， 最优轨迹由一段

或多段边界弧组成。

证明　假设最优轨迹 x∗ 包含一段内部弧 L∗。

下面构造一条完全由边界弧组成的可行轨迹。

首先， 考虑内部弧L∗ 是最优轨迹 x∗ 的最后一

段弧的情形。接下来， 定义两条边界弧 L1 和 L2。

为简洁起见， 沿用之前的符号。一方面， L1 和L2

均与L∗ 具有相同起点； 另一方面， L1 与L∗ 具有相

同终点， 而L2与L∗的时间成本相同。因此，

C1 >C* =C2，

式中： C∗表示L∗的时间成本。根据引理1， 可得

S1
d = S*

d < S2
d， （5）

式中： S∗
d表示对应于 L∗ 的终端时刻易感者比例。

现将L∗ 替换为L2， 并保持其他的弧不变， 则构成

一条新的可行状态轨迹 xnew。因为L∗ 和L2 分别是

x∗和xnew的最后一段弧， 所以， 由式（5）可知，

J ( xnew，unew )> J ( x*，u* )， （6）

式中： u∗ 和 unew 分别为对应于 x∗ 和 xnew 的控制函

数。这一结果与轨迹x∗的最优性假设矛盾。

接下来， 考虑另一种情况， 即L∗ 为 x∗ 的中间

部分。与上述情况不同， 现在通过两步构造一条

新的可行状态轨迹。第一步， 将内部弧L∗ 替换为

一段与L∗ 具有相同起点和终点的边界弧， 这样的

替换会导致新的状态轨迹（记作x ter）的时间成本大

于原状态轨迹x∗ 的时间成本。第二步， 调整x ter 的

最后一段（或多段）边界弧， 使得新的状态轨迹（记

作 xnew）的时间成本恰好等于 x∗ 的时间成本。根据

引理 2， 该步骤是可行的。相较于 x ter 的最后一段

（或多段）弧， xnew 的最后一段（或多段）弧的时间成

本更小， 因此， 可以类似得到式（6）， 这一结果同

样与轨迹x∗的最优性假设矛盾。

命题 2 回答了最优轨迹所含边界弧数量的

问题。

命题 2　对于问题（OC′）， 最优轨迹仅由一

段边界弧组成。

证明　假设最优轨迹 x∗ 由多段边界弧组成。

定义两条均由一段边界弧组成的状态轨迹 xn和
xm： xn是一条可行的状态轨迹； xm与 x∗ 具有相同

的起点和终点。因此，

Cm >C* =Cn，

式中： C∗、 Cn和Cm分别表示状态轨迹 x∗、 xn和 xm

的时间成本。根据引理1， 可得

S*
T = SmT < SnT，

式中： S*
T、 SmT与 SnT分别表示对应于 x∗、 xn与 xm的

终端时刻易感者比例。于是，

J ( xn，un )> J ( x*，u* )，
式中： u∗ 和 un分别为对应于 x∗ 和 xn的控制函数。

这一结果同样与轨迹x∗的最优性假设矛盾。

接下来， 放宽对初始条件的限制， 可以得到

以下结论。

定理 2　对于初始条件 x0 =(S0，I0 )T， 其中， 

4
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S0 > γ/β， I0 < Imax， 若 tT较小， 则问题（OC）的最

优解u∗( t )为bang-bang控制， 其具有如下形式：

u* ( t )=ì
í
î

umax， t∈[ 0，tc ]，
0， t∈( tc，tT ]，

其中， 切换时刻 tc是由 β、 γ、 S0、 tT与 Imax 确定的

常数。

3　数值验证

利用MATLAB对系统（1）的理论结果进行数

值验证， 仿真参数为感染率 β= 0. 5， 恢复率 γ=
0. 1， 初始条件 x0 =( 0. 7，0. 3 )T， 医疗系统的承载

能力 Imax = 0. 3。
图 1 对比了两段边界弧L1 与L2（黑色虚线与

灰色实线）， 以及一段内部弧L∗（黑色实线）。一方

面， 弧L1 和L2 均与弧L∗ 具有相同的起点； 另一方

面， 弧L1 与L∗ 的终点相同， 而弧L2 与L∗ 的时间成

本相同。对于弧L∗，

u=ì
í
î

0.8， t∈[ 0， 8.03 ] ；
0， t∈( 8.03， 10.00 ] 。

对于弧L1，

u=ì
í
î

1， t∈[ 0， 8.20 ] ；
0， t∈( 8.20， 12.56 ] 。

对于弧L2，

u=ì
í
î

1， t∈[ 0， 6.63 ] ；
0， t∈( 6.63， 10.00 ] 。

由图 1 可知， 边界弧L2 对应的最终易感者比

例S2
d大于内部弧L∗ 对应的最终易感者比例S*

d， 从
而证明了命题1的正确性。

图 2 对比了分别由两段边界弧与一段边界弧

组成的可行状态轨迹 x∗（黑色实线）与 xn（灰色实

线）， 以及仅由一段边界弧组成的状态轨迹 xm（黑

色虚线）。状态轨迹 x∗ 和 xm具有相同的起点和终

点。对于状态轨迹x∗，

u=ì
í
î

1， t∈[ 0， 2.77 ]∪( 4.00， 6.53 ]，
0， t∈( 2.77， 4.00 ]∪( 6.53， 8.00 ] 。

对于状态轨迹xn，

u=ì
í
î

1， t∈[ 0， 5.38 ]，
0， t∈( 5.38， 8.00 ] 。

对于状态轨迹xm，

u=ì
í
î

1， t∈[ 0， 6.25 ]，
0， t∈( 6.25， 9.38 ] 。

由图 2 可知， 在终端时刻 tT = 8， 状态轨迹 xn

对应的最终易感者比例SnT比状态轨迹x∗对应的最

终易感者比例 S*
T 更大， 该结论与命题 2 的结论

一致。

4　结　论

本文研究了一类具有容量状态约束的 SIR 模

型的短期最优控制问题， 并证明了最优解为仅含

单次切换的 bang-bang 控制。这一控制模式对于

不同的初始条件依然成立， 展现出良好的鲁棒性。

与常用的方法相比， 本文提出的理论框架具有较

强的直观性， 且不依赖于大量的数学推导。

本文讨论的最优控制问题仍存在一定的局限

性。首先， 本文忽视了非药物干预措施所带来的

社会与经济成本。实际上， 非药物干预措施的实

施必然引发显著的社会与经济代价。基于这一事

实， 一些研究者引入了对控制措施的实施时长或

总成本的约束， 从而反映控制资源有限的现象［16］。

其次， 本文引入终端约束 I= Imax 主要是为了确保

图 2　3条状态轨迹的对比

Fig. 2　Comparison between three state trajectories

图 1　一段内部弧和两段边界弧的对比

Fig. 1　Comparison between an internal arc and two boundary arcs
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提出的最优控制问题具有研究价值且易于求解， 
但该终端约束缺乏现实意义。在未来研究中， 我
们将针对这些不足进行改进。
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