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摘 要：航空面齿轮展成磨削过程中， 在砂轮转速、 进给速度、 砂轮分度角以及切削深度同时作用下， 磨削

接触区域不断变化， 导致齿顶/齿根、 内/外径区域的纹理和包络残差存在明显差异。为了实现齿面形貌的预

测和优化， 本文以 21齿圆柱齿轮与 28齿面齿轮、 模数 3 mm、 齿宽 4 mm、 轴交角 90°为研究对象， 建立从圆

柱齿轮运动坐标系到面齿轮运动坐标系的齐次变换和啮合方程， 以渐开线CBN砂轮替代虚拟圆柱齿轮形成

展成磨削运动。方法上， 将砂轮 150 mm外径、 300目（约 50 μm）磨粒及其随机位置和突出高度引入砂轮工作

表面模型， 把齿面展开区域（X为 43~47 mm、 Z为 0~6. 75 mm）离散为高度场， 通过磨粒与齿轮材料的布尔

运算实现齿面形貌的仿真预测； 进一步以磨削宽度、 接触弧长、 有效磨粒数量和未变形切屑厚度为特征参

数， 用滑擦-犁耕-切削分区判定磨粒是否有效切削， 从而把砂轮转速、 砂轮分度角、 进给速度和磨削深度传

递到Sa和包络残差分布。利用Makino V33-5XB五轴加工机床开展磨削实验， 并用VH-Z500R超景深显微

镜测量线切割、 超声清洗后的轮齿表面。结果表明： 预测Sa与实验值变化趋势一致， 相对误差低于 9. 76%； 
齿面粗糙度随砂轮转速的升高而降低， 随分度角、 进给速度和磨削深度的增大而升高， 其中分度角对形貌均

匀性的影响最显著。当分度角由 1. 25°减小至 0. 50°时， 最大包络残差由约 2. 40 μm降至约 0. 30 μm， 高残差

区从齿面上部和局部边界明显收缩， 说明增强路径重叠可削弱局部峰谷残留。本文的创新点在于将面齿轮

展成运动、 随机磨粒表面、 有效切削判据和布尔运算统一到齿面形貌预测之中， 不仅获得了齿面整体形貌， 
还能呈现齿高和径向位置上的形貌差异， 为齿面形貌的优化提供了依据。
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Abstract： During the generating grinding of aviation face gears， the combined effects of wheel speed， 
feed rate， wheel indexing angle， and grinding depth continuously alter the grinding contact zone， resulting 
in significant differences in surface texture and envelope residuals between the tooth tip and root as well as 
the inner and outer radial regions.  To achieve accurate prediction and optimization of tooth surface topogra⁃
phy， this study investigates a face gear pair consisting of a 21-tooth cylindrical gear and a 28-tooth face 
gear with a module of 3 mm， a tooth width of 4 mm， and a shaft angle of 90°.  A homogeneous coordi⁃
nate transformation and meshing equations were established to describe the kinematic relationship between 
the cylindrical gear and the face gear coordinate systems， while an involute CBN grinding wheel was 
employed to replace the virtual cylindrical gear for generating grinding.  A grinding wheel surface model 
was developed by incorporating a wheel diameter of 150 mm together with 300-mesh（about 50 μm） abra⁃
sive grains characterized by randomly distributed positions and protrusion heights.  The unfolded gear sur⁃
face （X is from 43 to 47 mm， Z is from 0 to 6. 75 mm） was discretized into a height field， and the simu⁃
lation and prediction of gear surface topography was realized through Boolean operations of abrasive grains 
and gear materials.  Furthermore， the grinding width， contact arc length， effective number of abrasive 
grains， and undeformed chip thickness were adopted as characteristic parameters to determine the effective 
cutting state of each abrasive grain according to the rubbing-ploughing-cutting transition criterion， thereby 
establishing the influence of wheel speed， wheel indexing angle， feed rate， and grinding depth on the dis⁃
tributions of surface roughness （Sa） and envelope residuals.  Grinding experiments were conducted on a 
Makino V33-5XB five-axis machine tool， and the ground tooth surfaces were measured using a VH-
Z500R ultra-depth-of-field microscope after wire electrical discharge machining and ultrasonic cleaning.  
The results demonstrate that the predicted Sa agrees well with the experimental measurements， with a 
maximum relative error below 9. 76%.  The gear surface roughness decreases with increasing wheel speed 
but increases with larger wheel indexing angles， feed rates， and grinding depths， among which the wheel 
indexing angle exhibits the most significant influence on topography uniformity.  When the wheel indexing 
angle is reduced from 1. 25° to 0. 50° ， the maximum envelope residual decreases from approximately 
2. 40 μm to 0. 30 μm， and the high-residual regions near the upper tooth surface and local boundaries 
shrink considerably， indicating that enhanced grinding path overlap effectively suppresses local peak-to-
valley residuals.  The novelty of this study lies in integrating the face gear generating kinematics， stochas⁃
tic abrasive wheel surface， effective cutting criterion， and Boolean material removal algorithm into a uni⁃
fied surface topography prediction framework.  The proposed model predicts not only the overall tooth sur⁃
face topography but also the variations in surface morphology along both the tooth height and radial direc⁃
tions， thereby providing a theoretical basis for the optimization of face gear grinding surface quality.
Key words： face gear； generating grinding； gear surface topography； prediction model

0　引 言

面齿轮传动副具有互换性高、 振动和噪声

低、 对安装误差不敏感等优点， 在相交轴动力传

递领域具有广阔的应用价值， 被称为“21世纪旋翼

机传动的希望所在”［1⁃2］。Litvin团队围绕面齿轮几

何设计、 展成原理、 齿面接触分析及直升机传动

应用开展了奠基性研究， 建立了面齿轮副的共轭

创成、 啮合接触和应力分析基础［3⁃5］。在此基础

上， 国内外学者进一步将研究拓展至面齿轮数控

磨削和齿面误差控制。针对面齿轮磨削工艺， 中
南大学唐进元等［6⁃9］以碟形砂轮为磨削工具， 研究
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了面齿轮的磨削原理， 建立了基于锥齿轮磨床运

动机构的面齿轮磨削运动模型。通过求解砂轮-齿
轮接触区域， 推导了砂轮分度角的计算方法。西

北工业大学郭辉等［10⁃11］提出了利用数控机床磨削

面齿轮的方法， 推导了基于五轴加工中心的 x， y
和 z轴的插补公式， 给出了面齿轮展成磨削齿面残

差的计算方法。北京航空航天大学王延忠等［12⁃15］

提出了采用CBN砂轮磨削面齿轮的加工方法， 该
方法通过分析砂轮与工件之间的展成运动对齿面

创成的影响机理， 实现了面齿轮的高精度和高效

率加工。Wang 等［16］建立了碟形砂轮磨削面齿轮

表面粗糙度的计算模型， 分析了磨削运动和工艺

参数对粗糙度的影响； 进一步地， Tao等［17］针对连

续展成磨削过程中的蜗杆砂轮磨损问题， 建立了

砂轮磨损评价模型， 揭示了砂轮磨损对齿轮表面

形貌演变及粗糙度变化的影响规律， 为考虑砂轮

磨损因素的齿面形貌预测提供了理论依据。齿轮

表面完整性是影响齿轮使用性能和疲劳寿命的重

要因素， 随着人们对齿轮应用要求的不断提高， 
齿轮表面完整性已成为当前制造领域的一个热点

问题［18⁃19］。在表面完整性特征中， 表面形貌对齿

轮表面的微接触、 摩擦磨损和润滑特性具有重要

影响［20⁃21］。因此， 研究面齿轮的齿面生成机理， 建
立齿面形貌预测模型， 对于提高齿轮传动性能及

制造效率， 延长服役寿命具有重要意义［22］。

针对磨削表面形貌预测， 现有研究大致形成

了解析模型、 基于磨粒轨迹的数值仿真、 离散布

尔运算/高度场更新、 有限元或离散元接触仿真以

及经验法等思路［23⁃27］。其中， 布尔运算和高度场

更新方法能够把单颗磨粒扫掠轨迹与工件表面离

散网格联系起来， 适合描述随机磨粒突出高度、 
轨迹重叠和局部材料去除对最终形貌的影响。砂

轮表面随机建模方面， Nguyen等［27］采用磨粒空间

位置与突出高度的随机分布生成砂轮表面； Dara⁃
fon 等［28］基于三维材料去除仿真计算未变形切屑

厚度、 接触长度和表面粗糙度； Zhou 等［29］将磨粒

运动轨迹与齿轮廓形磨削表面生成联系起来， 说
明复杂齿面磨削形貌需要同时考虑砂轮形貌、 展
成运动和局部接触条件。砂轮与工件的接触弧

长、 砂轮的有效磨粒数量， 以及未变形切屑厚度， 
是建立齿面形貌预测模型的必要条件［23⁃27］。针对

磨削过程材料去除参数的计算， Zhou等［30］将接触

长度分为最大接触弧长和动态接触弧长， 并指出

动态接触弧长受刀-工接触曲率、 磨粒刃高及其分

布， 以及砂轮和工件材料的弹性模量的影响。考

虑砂轮形貌以及砂轮与工件材料的弹性模量， Osa
等［31］建立了单颗磨粒的赫兹接触模型， 仿真获得

了磨粒与工件的接触弧长， 证明了磨削深度、 砂
轮形貌及法向磨削力是影响磨削接触弧长的显著

因素。Mao等［32］研究了磨削条件（磨削深度、 进给

速度、 砂轮转速及砂轮直径）对接触弧长的作用机

制， 证明了接触弧长与磨削深度、 进给速度以及

砂轮直径呈正相关， 并指出砂轮转速对接触弧长

的影响较小； 除此之外， 发现磨削接触弧长与磨

削力和磨削温度具有显著的交互作用。针对平面

磨削中有效磨粒数量的研究， 华侨大学尤芳怡

等［33］通过分析磨削温度信号中的高频脉冲数量， 
确定了平面磨削中金刚石砂轮的有效磨粒数量， 
证明了有效磨粒数量与砂轮转速呈负相关。任敬

心等［34］将有效磨粒数量分为动态有效磨粒数量和

静态有效磨粒数量， 并指出动态有效磨粒数量比

静态有效磨粒数量少。Komanduri 等［35］详细介绍

了关于磨削工艺的重大进展， 重点介绍了切屑厚

度的解析建模。Agarwal 等［36］将砂轮与工件的接

触弧长应用于已有的切屑厚度解析模型中， 提高

了切屑厚度解析模型的计算精度。Wu 等［37］建立

了脆性材料的切屑厚度解析模型， 利用微元法验

证了切屑厚度解析模型的有效性。为了预测机器

人砂带磨削的表面粗糙度， Qu等［38］建立了基于砂

带-工件赫兹接触变形的切削厚度改进模型， 结果

表明， 最大切屑厚度与工件的弹性模量呈正相

关， 与接触轮的弹性模量呈负相关。任敬心等［34］

将未变形切屑厚度分为最大未变形切屑厚度和平

均切屑厚度， 并建立了相应的解析模型。分析发

现， 最大未变形切屑厚度与工件进给速度和砂轮

转速呈正相关， 同时证明了磨粒间距也是影响最

大未变形切屑厚度的重要因素， 具体表现为磨粒

间距越大， 未变形切屑厚度越大。

综上可知， 已有研究已经从面齿轮几何、 磨
削运动建模和表面粗糙度预测等方面取得了进

展， 但仍存在以下不足： 1） 已有工作多侧重整体

粗糙度、 单一典型测点或包络残差变化， 对齿顶、 
齿根及内外径区域形貌差异的解释不足； 2） 砂轮

随机形貌、 磨粒有效切削、 临界切削厚度和离散

材料去除过程之间的耦合关系尚未形成可直接复

现的计算链条； 3） 分度角变化对路径重叠、 局部

峰谷残留和区域均匀性的作用机理仍需进一步量

化。因此， 本文在面齿轮展成磨削啮合运动模型
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基础上， 提出结合砂轮随机形貌、 磨粒轨迹和离

散布尔差材料去除的齿面形貌预测方法， 推导磨

削宽度、 接触弧长、 有效磨粒数量和未变形切屑

厚度等特征参数， 并通过实验验证模型精度， 进
一步分析砂轮转速、 砂轮分度角、 进给速度和切

削深度对齿面粗糙度区域分布的影响。

1　面齿轮齿面磨削原理

1. 1　面齿轮传动啮合原理

面齿轮副由面齿轮和圆柱齿轮组成， 两齿轮

的轴线相交， 其夹角为 90°。根据齿轮啮合原理， 
建立面齿轮副的传动坐标系， 如图 1 所示， 其中， 
Sp ( xp，yp，zp )表示与圆柱齿轮固连的固定坐标系， 
Sm ( xm，ym，zm )表示与面齿轮固连的固定坐标系， 
Ss ( xs，ys，zs ) 表 示 圆 柱 齿 轮 的 运 动 坐 标 系 ， 
S2 ( x2，y2，z2 )表示面齿轮的运动坐标系。上述坐

标系的坐标原点相重合， 轴线 zm 和 z2 的夹角为

90°， ϕs和ϕ2分别表示圆柱齿轮和面齿轮的转角。

M2s 表示坐标系 Ss 到坐标系 S2 的变换矩阵， 
其表达式为

M2s =M2pMpmMms， （1）

式中： Mpm 表示坐标系 Sm 到坐标系 Sp 的变换矩

阵； Mms 表示坐标系 Ss 到坐标系 Sm 的变换矩阵。

由式（1）可得
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式中： ϕ2为面齿轮转角； ϕs为渐开线齿轮转角。
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。 （3）

渐开线齿轮的齿廓方程可以表示为
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根据空间啮合理论， 面齿轮的齿面径矢函数

可以表示为

ì
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r2 ( μs，θs，ϕs )=M2s ( ϕs ) rs ( μs，θs )，
f ( μs，θs，ϕs )= 0。 （5）

联立式（1）~式（5）， 可得面齿轮的齿面方程
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式中： ξs = ϕs ±( θs + θos )。
上述公式中： rbs表示圆柱齿轮基圆半径； us表示

圆柱齿轮齿宽方向参数； θs表示渐开线展角； θos表

示齿廓初始角； rs表示渐开线齿廓方程； r2表示面齿

轮齿面； n2和ns分别表示面齿轮和渐开线齿轮的转速。

1. 2　齿面材料去除模型

如图 2 所示， Line 1 为面齿轮与圆柱齿轮的

接触线， c、 d和 e为接触线上的三点。在磨削过程

中， 砂轮的旋转运动完成对接触线上 c、 d和 e三点

处的材料去除。当转角ϕ2 和ϕs 以传动比的关系旋

转一个角度后， 此时接触线由 Line 1变为 Line 2， 
通过砂轮的旋转运动和进给运动， 实现对 Line 2
上 f、 g和h三点处的材料去除。

图 1　面齿轮副传动坐标系

Fig. 1　Transmission coordinate system of face gear pair
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基于布尔运算的齿面材料去除模型描述如下：

1） 虚拟渐开线齿轮的齿面用均匀分布的网格

描述， us 和 θs 分别表示渐开线齿轮上任意位置的

宽度和展角， 分别表示为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

us = iΔd，

θs = 2jΔd
rbs

，
（7）

式中： Δd表示网格间距； i和 j分别表示渐开线齿

轮的齿宽和轮廓方向上的网格索引。

2） 根据磨削原理， 在虚拟渐开线齿轮的齿面

网格坐标系中求解磨粒 k的磨削深度。

3） 根据齿轮啮合原理， 将虚拟渐开线齿轮的磨

削深度映射到面齿轮的表面， 得到面齿轮的法向切

削深度。

2　渐开线砂轮表面形貌建模

2. 1　渐开线砂轮宏观廓形参数化

建立砂轮和圆柱齿轮廓形的空间坐标系： Ss0 

（xs0， ys0， zs0）表示圆柱齿轮的随动坐标系， Ss （xs， 
ys， zs）表示圆柱齿轮的固定坐标系， St （xt， yt， zt）

表示砂轮的固定坐标系。其中， zt轴与 zs轴平行， 
其垂直距离为E。具体见图 3。

根据面齿轮的展成磨削原理， 坐标系 Ss0到坐

标系Ss的变换矩阵为

M s，s0 =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

úcos α sin α 0 0
-sin α cos α 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

。 （8）

由坐标系Ss到坐标系St的变换矩阵为

M t，s =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú1 0 0 0
0 1 0 E
0 0 1 0
0 0 0 1

。 （9）

渐开线砂轮的廓形为

r t ( θs，ϕ t )=M t，s ⋅M s，s0 ⋅ rs ( θs )， （10）

式中： α表示由渐开线变换为砂轮廓形的旋转角度， 

通过公式α = π
z1

求解， z1表示圆柱齿轮的齿数。

2. 2　砂轮工作表面展开与磨粒随机布置

为了高效地建立砂轮模型， 揭示齿面材料的去

除机理， 假设砂轮的磨粒为圆锥体。当然， 也可以

假设磨粒为椭球形、 球形或其他几何形状， 其建模

方法与圆锥体磨粒的建模方法相同， 具体见图 4。
首先将渐开线砂轮铺展成为近似梯形， 其上

底长度 lt和下底长度 lr分别对应砂轮的齿顶圆和齿

根圆周长， 可以分别通过公式 l t = 2πr t 和 lr = 2πrr

求得。式中， rt和 rr分别表示砂轮齿顶圆和齿根圆

半径。梯形的高度hw可以表示为

hw = rbs ⋅( θ 2
s max - θ 2

s min )
2 ， （11）

式中： θs max 和 θs min 分别表示砂轮的齿顶圆展角和

齿根圆展角。

将梯形区域沿着平行于高度方向 κ 和垂直于

高度方向 c划分磨粒的位置网格， 网格宽度为Lm， 
梯形区域的磨粒总数量为 ng， 磨粒的体积分数用 ε

图 2　面齿轮与圆柱齿轮啮合接触状态

Fig. 2　Meshing contact state between face gear and cylindrical gear

图 3　圆柱齿轮和砂轮的变换坐标系

Fig. 3　Transformation coordinate systems of the cylindrical gear 
and grinding wheel
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表示。磨粒总数量为ng可以通过式（12）求得。

∑
s = 1

ng 1
24 πd 3

s < ε ⋅ Vwheel ∩ ∑
s = 1

ng + 1 1
24 πd 3

s > ε ⋅ Vwheel，（12）

式中： ε = 1. 5( 37 - N )%； N表示磨粒的组织号； 

ds 表 示 磨 粒 的 底 面 半 径 ， 可 以 表 示 为 ds =
0. 5( dmax + dmin )+ ξ， 其中 ξ是调控磨粒底面直径的

随 机 变 量 ， 其 取 值 范 围

为[-( dmax - dmin ) 2，( dmax - dmin ) 2 ]。

3　面齿轮展成磨削关键特征参数表征

3. 1　磨削宽度

在面齿轮展成磨削中， 磨削宽度随着齿面的

磨削位置发生变化， 其求解示意图如图 5 所示。

设第 k 颗磨粒在齿面上的材料去除边界点分

别为 Bk，1 和 Bk，2， 其在砂轮坐标系中的坐标为

Bk，1 = ( xk，1，zk，1 )，Bk，2 = ( xk，2，zk，2 )， （13）

则第 k颗磨粒对应的局部磨削宽度可表示为

bk =Bk，2 - Bk，1 =

( )xk，2 - xk，1
2 + ( )zk，2 - zk，1

2 。 （14）

若在局部近似条件下， 材料去除边界主要沿

齿面横向展开， 则式（14）可简化为

bk = | xk，2 - xk，1 |， （15）

式中： bₖ表示第 k颗磨粒的局部磨削宽度。对于第 
n条磨削路径， 可用磨削宽度方向上的有效磨粒数

量Neff表示磨削宽度

bn = ∑
k = 1

Neff

bk 。 （16）

3. 2　接触弧长

设第 k 颗磨粒在面齿轮坐标系中的瞬时位置

矢量为Pk（t）， 其相对齿面的瞬时速度为

vk( t ) =






 dPk ( )t

dt






。 （17）

图 4　渐开线廓形砂轮的数字模型（砂轮目数为80， 加工的面齿轮模数为3mm）

Fig. 4　Digital model of an involute profile grinding wheel （grit size 80， machining a face gear with a module of 3 mm）

图 5　磨削宽度求解示意图

Fig. 5　Schematic diagram for determining the grinding width
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若磨粒进入和离开齿面接触区的时刻分别为

t in和 tout， 则第 k颗磨粒的接触弧长为

lk =∫
t in

tout

vk( t ) dt。 （18）

在进行数值计算的过程中， 磨粒轨迹可离散

为多个时间步， 接触弧长也可写成相邻轨迹点距

离的累加

lk ≈ ∑
m = 1

M - 1
 pk( )tm + 1 - pk( )tm 。 （19）

若定义接触判别函数Ck（t）为

Ck( t ) =
ì
í
î

ïï
ïï

1， P f
k ( t )∈ Ωc，

0， P f
k ( t )∉ Ωc，

（20）

则磨粒有效接触时间可写为

τk =∫
t in

tout

Ck( t ) dt。 （21）

接触弧长较大时， 磨粒作用更连续， 材料去

除带更完整； 接触弧长较小时， 磨粒作用局限在

较短区域， 齿面纹理更容易出现间断。

3. 3　有效磨粒数量

砂轮表面覆盖有大量磨粒， 但仅有达到有效

切入条件的磨粒参与磨削。设第 k 颗磨粒的未变

形切屑厚度为hm，k， 滑擦与犁耕分界厚度为hplou（本

文记作 hp*）， 犁耕与稳定切削的临界切削厚度为

hcut（本文记作hc）， 则磨粒有效性函数可定义为

Ik =
ì
í
î

ïï
ïï

1， hu，k ≥ hc，

0， hu，k ≤ hc，
（22）

则某一时刻或某一磨削路径内的有效磨粒数量为

Neff = ∑
k = 1

Ng

Ik， （23）

式中： Ng为砂轮磨粒总数。若hm，k<hp*， 磨粒主要发

生弹性滑擦， 不计入有效切削磨粒； 若hp*≤hm，k<hc， 
磨粒以犁耕和塑性挤压为主； 若hm，k≥hc， 则认为磨

粒进入稳定切削状态。为进一步描述磨粒参与程度， 
可定义有效磨粒比例

λeff =
Neff

Ng
。 （24）

当有效磨粒比例较小时， 材料去除主要由少

量突出磨粒完成， 齿面上容易出现较深沟槽和较

大峰谷差异； 当有效磨粒比例增大时， 单位面积

内参与切削的磨粒数量增加， 纹理分布更细密， 
局部峰谷也更容易被削弱。若接触区域面积为 
Ac， 有效磨粒密度可表示为

ρeff =
Neff

Ac
。 （25）

hp*和 hc 的取值由砂轮-工件材料组合共同决

定。根据磨削阶段划分， 未变形切屑厚度 hm 用于

判断磨粒所处阶段： hm<hplou 时为滑擦阶段， 
hplou<hm<hcut 时为犁耕阶段， hm>hcut 时为切削阶

段。本文采用单颗磨粒切削实验或文献初值给出 
hplou、 hcut 的初始范围， 并以基准工况实测 Sa 为标

定目标， 最小化仿真粗糙度与实验粗糙度之间的

误差后确定 hp*与 hc； 标定后两者在其余工况中保

持不变， 以避免针对不同实验点重复调参。

对于第 n 条磨削路径， 有效磨粒数量可进一

步写为

Neff，n = ∑
k = 1

Ng

In，k， （26）

式中： Iₙ，k表示第 n 条路径中第 k 颗磨粒是否参与

有效切削。

3. 4　未变形切屑厚度

未变形切屑厚度用于判断磨粒与齿面接触后

的作用状态。切入深度较小时， 工件表面主要发

生弹性变形或轻微滑擦； 切入深度继续增大后， 
材料会发生塑性挤压并形成犁沟； 只有当未变形

切屑厚度超过临界切削厚度时， 磨粒才形成稳定

切屑并产生有效材料去除。

设齿面网格点 G ( i，j )的位置矢量为P ij， 其单

位法向量为 n ij， 第 k颗磨粒在时刻 t的尖端位置为

Pk ( )t ， 则磨粒沿齿面法向的切入深度为

an，k( i.j，t ) =[ P f
k( t ) -P ij ] ⋅n ij。 （27）

当 δk ( i，j，t )>0 时， 磨粒进入齿面材料区域； 
当 δk ( i，j，t )≤0时， 磨粒未形成有效切入。由此， 
未变形切屑厚度可表示为

hu，k( i，j，t ) = max [0，an，k( i，j，t ) ]。 （28）

若进一步考虑磨粒突出高度 hp，k 对切入深度

的影响， 则有

hu，k( i，j，t ) = max [0，an，k( i，j，t ) + hp，k ]，（29）

式中： hk表示第 k颗磨粒的突出高度。由于该高度

具有随机性， 可采用统计分布描述为

hp，k ∼ N ( μh，σ 2
h )。 （30）

根据未变形切屑厚度的大小， 磨粒作用状态

可划分为滑擦、 犁耕和切削三个阶段
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Sk =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

滑擦， 0 < hu，k ≤ h r，

犁耕， h r < hu，k ≤ hc，

切削， hu，k > hc，

（31）

式中： hp*表示滑擦与犁耕的分界厚度； hc表示犁耕

与稳定切削的临界切削厚度。相应地， 单颗磨粒

对齿面网格点的材料去除深度可写为

Δhk ( i，j，k )=
ì
í
î

ïï

ïïïï

0， hu，k( )i，j，t ≤ hc，

hu，k( )i，j，t - hc，hu，k( )i，j，t ≥ hc。
（32）

4　表面形貌预测与方法验证

4. 1　表面形貌预测流程

面齿轮设计参数见表 1， 砂轮与磨削工艺参

数见表 2。
面齿轮展成磨削表面形貌仿真流程如图 6 所

示。首先输入面齿轮几何参数、 砂轮廓形参数、 
磨粒随机分布参数和磨削工艺参数， 并初始化磨

削轨迹参数、 齿宽位置参数、 磨粒标志参数及齿

面高度场 H0（X，Z）。随后根据面齿轮设计参数和

展成运动关系规划磨削轨迹， 依次计算磨削宽

度、 单颗磨粒接触弧长、 有效磨粒数量和未变形

切屑厚度。最后依据离散布尔差更新规则逐点更

新齿面高度场， 遍历全部磨削轨迹、 齿宽位置、 磨
粒编号和时间步后， 得到最终齿面形貌H（X，Z）， 
并进一步计算 Sa 等粗糙度指标。

表 2　砂轮及磨削工艺参数

Tab. 2　Parameters of the grinding wheel and grinding process

参数

砂轮外径/mm
磨粒材料

砂轮目数

砂轮转速n/（r·min-1）

工件进给速度 vw（ m·min-1）

磨削深度ap/mm
典型砂轮分度角Δθ/（°）

齿面展开区域/mm

数值

150
CBN
300

2000
1.2

0.01
0.50， 0.75， 1.00， 1.25

X=43~47， Z=0~6.75

表 1　面齿轮主要设计参数

Tab. 1　Main design parameters of face gears

设计参数

圆柱齿轮齿数

面齿轮齿数

压力角/（°）
模数/mm
轴交角/（°）

面齿轮内半径/mm
面齿轮外半径/mm

数值

21
28
20
3

90
43
47

图 6　面齿轮展成磨削表面形貌预测流程

Fig. 6　Prediction process of the unfolded surface morphology of face gears in grinding
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4. 2　表面形貌仿真结果

砂轮分度角指相邻两条展成磨削接触线对应

的工件转角步距， 属于数控轨迹规划参数， 并非

砂轮安装角或砂轮本体物理属性。分度角越小， 
单位齿面区域内的磨削路径数量越多， 路径重叠

率 η 越高， 材料去除越均匀； 分度角过大时易产

生包络盲区， 造成齿面加工残差增大。本文选择

砂轮分度角分别为 1. 25°、 1. 00°、 0. 75°和 0. 50°， 

其余工艺参数保持不变（径向进给速度 vw=
1. 2 m/min， 砂轮转速 n=2 000 r/min， 磨削深度

ap=10 μm）， 完成表面形貌仿真。图 7 中， X为齿

面展开后的径向坐标， 正方向由面齿轮内径指向

外径； Z为齿高方向坐标， Z=0靠近齿根， Z增大

表示由齿根向齿顶过渡； 右侧色标表示包络残差

幅值。由图 7 可知， 在X坐标固定时， 包络残差随

着齿高的增大逐渐增大； 当齿高位置固定时， 包
络残差沿着内径到外径方向逐渐减小。

由图 7 可知： 在相同的加工参数下， 齿面形

貌存在区域性差异， 具体表现为齿顶区域的表面

形貌起伏较大， 齿中区域次之， 齿根区域的表面

形貌起伏最小； 齿面内径区域的表面形貌起伏大

于齿面外径区域。

4. 3　方法验证与分析

面齿轮齿面属于复杂空间曲面， 其精密加工

需采用五轴联动数控装备。本文选用 Makino 

V33-5XB五轴立式加工中心开展磨削试验， 原因

在于该平台能够实现 A 轴、 C 轴与直线进给轴的

协调控制， 可复现本文模型所需的展成运动关系

和径向进给过程； 试验目的为验证齿面形貌预测

模型和工艺参数变化规律， 而非替代专用齿轮磨

床的批量加工工况。

结合实验室设备条件和前期工艺试验， 本文

参考郭辉等［11］和 Wang 等［12］的研究成果确定加工

参数， 如表 3 所示。

（a） 砂轮分度角为1. 25°的齿面形貌

（c） 砂轮分度角为0. 75°的齿面形貌

（b） 砂轮分度角为1. 00°的齿面形貌

（d） 砂轮分度角为0. 50°的齿面形貌

图 7　不同砂轮分度角条件下的齿面形貌

Fig. 7　Distribution of tooth-surface envelope residuals under different grinding wheel indexing angles
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为方便测量齿面的表面粗糙度， 在测量前采

用线切割技术切割轮齿， 并对齿面进行超声清洗。

采用基恩士 VH-Z500R超景深显微镜测量工件表

面形貌。各组参数均完成 3 次重复试验； 每组试

验在齿宽中点区域选取齿高 1. 5 mm、 3. 5 mm、 

5. 5 mm三个测量位置， 分别代表齿根过渡区、 齿
中区域和靠近齿顶区域， 每个位置测量 3 次并取

期望值作为最终结果。

图 8 给出了不同工艺参数下齿面粗糙度预测

值与实验值的对比结果。

整体来看， 在砂轮转速1 000~3 000 r/min、 砂
轮分度角 0. 50°~1. 25°、 砂轮沿齿轮径向进给速度

0. 6~1. 8 m/min和磨削深度5~30 μm的加工条件下， 
各工况下仿真值与实验值的变化趋势基本一致， 相

表 3　不同工艺参数下齿面粗糙度仿真值与实验值对比
Tab. 3　Comparison of simulated and experimental tooth surface roughness under different process parameters

序号

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18

砂轮转速(r·min-1)
1 000
1 500
2 000
2 500
3 000
2 000
2 000
2 000
2 000
2 000
2 000
2 000
2 000
2 000
2 000
2 000
2 000
2 000

分度角/(°)
0.75
0.75
0.75
0.75
0.75
0.50
0.75
1.00
1.25
0.75
0.75
0.75
0.75
0.75
0.75
0.75
0.75
0.75

进给速度/(m·min-1)
1.2
1.2
1.2
1.2
1.2
1.2
1.2
1.2
1.2
0.6
0.9
1.2
1.5
1.8
1.2
1.2
1.2
1.2

磨削深度/μm
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
5

10
20
30

仿真Sa/μm
0.73
0.65
0.58
0.53
0.49
0.41
0.59
0.94
1.29
0.47
0.52
0.58
0.63
0.69
0.55
0.59
0.63
0.71

实验Sa/μm
0.78
0.67
0.54
0.50
0.45
0.37
0.63
0.91
1.17
0.44
0.49
0.55
0.59

0.756
0.52
0.58
0.65
0.76

误差/%
6.85
3.08

-6.90
-5.66
-8.16
-9.76

6.78
-3.19
-9.30
-6.38
-5.77
-5.17
-6.35

9.57
-5.45
-1.69

3.17
7.04

（a） 表 3 中序号1~5对应的粗糙度数值

（c） 表 3 中序号10~14对应的粗糙度数值

（b） 表 3 中序号6~9对应的粗糙度数值

（d） 表 3 中序号15~18对应的粗糙度数值

图 8　不同工艺参数下齿面粗糙度预测值与实验值对比
Fig. 8　Comparison of predicted and experimental values of gear surface roughness under different process parameters
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对误差控制在10%左右， 说明该方法能够反映砂轮

转速、 分度角、 进给速度和磨削深度变化对齿面粗

糙度的影响。

由图 8 可知： 在表 3 所列单因素试验条件

下， 除被考察因素外， 其余参数均固定在基准水

平（n=2 000 r/min， 分度角 0. 75°， 径向进给速度

1. 2 m/min， 磨削深度 10 μm， 具体取值随单因素

组别相应调整）。齿面粗糙度与砂轮转速呈负相

关， 与砂轮分度角、 径向进给速度及切削深度呈

正相关。砂轮分度角是影响齿面粗糙度最明显的

工艺参数。需要说明的是， 本文实验设计主要用

于验证模型对主效应变化趋势的预测能力， 尚未

建立包含交互项的响应面模型； 多因素交互作用

及全局最优组合将在后续工作中通过正交试验或

响应面设计进一步研究。根据磨削原理分析

可得：

1） 随着砂轮转速的增加， 单位时间内参加切

削的总磨粒数量增加， 齿面材料被不断磨削去

除， 齿面粗糙度变小。

2） 随着进给速度的增加， 磨削接触弧长内参

加工作的磨粒数量减少， 参与切削的每颗磨粒的

未变形切屑平均厚度增大， 齿面粗糙度增大。

3） 当增大切削深度时， 增加了砂轮与齿面的

磨削宽度和接触弧长， 增大了每颗磨粒的未变形

切屑平均厚度， 齿面粗糙度增大。

4. 4　砂轮分度角对表面形貌均匀性的影响

表 4 给出了不同砂轮分度角条件下的齿面包

络残差分布。分度角较大时， 齿面上部和局部边

界区域出现明显高包络残差区， 残差分布区域性

较强； 随着分度角减小， 高包络残差区逐渐收缩， 
残差梯度也变得平缓。当分度角继续减小时， 齿
面整体包络残差水平进一步降低， 说明路径覆盖

增强能够有效削弱局部峰谷残留。

由表 4 和图 9 可见， 随着砂轮分度角减小， 
最大包络残差由约 2. 40 μm降低至约 0. 30 μm， 高
包络残差区也明显缩小。

该结果表明， 路径重叠程度是影响齿面形貌

均匀性的关键因素。然而， 分度角并非越小越

好， 分度角过小会增加磨削路径数量和加工时

间， 降低加工效率。本文所称“改变不同区域的砂

轮分度角”是指在离线轨迹规划阶段， 根据齿顶、 
齿根及内外径区域的残差分布为不同齿面区域分

配不同的展成角步距， 并通过数控系统多轴联动

执行等效轨迹补偿， 而不是实时改变砂轮物理安

装角。实际加工中， 可对包络残差较大或路径覆

盖不足的区域采用较小角步距， 在形貌较稳定区

域保持较大角步距， 以兼顾表面质量和加工效率。

5　结 论

本文针对面齿轮展成磨削， 基于面齿轮副的

传动啮合原理， 建立了面齿轮齿面材料去除模

型， 提出了表面形貌预测方法， 揭示了齿面的创

成机理。探究了磨削工艺参数对齿面粗糙度的作

用规律， 揭示了砂轮分度角对齿面粗糙度和形貌

均匀性的作用机制， 提出了基于分区轨迹规划优

化齿面形貌的措施。主要结论包括：

1） 根据面齿轮的展成磨削原理， 推导得到了

磨粒在接触弧长内的未变形切屑厚度和磨削接触

区域任意位置的未变形切屑厚度。结合磨削实

验， 从材料去除的宏观和微观角度， 揭示了面齿

轮展成磨削的齿面创成机理。

2） 仿真与实验对比结果表明齿面粗糙度模型

的相对误差低于 9. 76%， 证明了面齿轮展成磨削

表面形貌预测模型的有效性。此外， 分析了磨削

表 4　不同砂轮分度角下最大包络残差及形貌特征

Tab. 4　Maximum envelope residuals and morphological characteristics at different grinding wheel indexing angles

砂轮分度角/（°）
1.25
1.00
0.75
0.50

残差范围/μm
0.80~2.40
0.40~1.20
0.20~0.60
0.12~0.35

最大包络残差/μm
约2.40
约1.20
约0.60
约0.30

形貌特征

高残差区明显， 纹理波动较大
高残差区缩小

残差分布趋于平缓
整体残差最低

工艺评价

效率较高， 均匀性较差
表面质量改善
形貌较均匀

表面最平滑， 但效率较低

图 9　不同砂轮分度角下的最大包络残差变化

Fig. 9　Variation of maximum envelope residual under different 
grinding wheel indexing angles
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工艺参数对齿面粗糙度的影响作用， 发现齿面粗

糙度与砂轮转速呈负相关， 与砂轮分度角、 径向

进给速度以及切削深度呈正相关。

3） 分析了砂轮分度角对齿面粗糙度和形貌均

匀性的影响作用， 结果表明： 随着砂轮分度角的

减小， 相邻磨削路径重叠率 η增大， 高包络残差区

收缩， 最大包络残差由约 2. 40 μm 降低至约

0. 30 μm。通过对不同齿面区域采用差异化展成

角步距进行离线轨迹规划， 可在保证加工效率的

同时获得更均匀的齿面形貌。
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