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给定悬挂点个数的分子树的 ISDD指数的极值
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摘 要：设G= (V (G )，E (G ) )为 n阶连通图，其顶点集为V (G )，边集为E (G )，用 deg (x)表示顶点 x

的度，则图G的反对称分割指数为 ISDD (G )= ∑
xy∈E ( )G ( )deg ( )x ⋅deg ( )y

deg ( )x 2 + deg ( )y 2 。本文主要采用不等式和分类

讨论法对具有固定悬挂点的分子树的 ISDD指数进行了研究，分别讨论了悬挂点个数为偶数和悬挂点个数

大于等于 3时分子树的 ISDD指数的极值，分子树是指顶点度不超过 4的树。首先，确定了当悬挂点个数为

偶数时，分子树中反对称分割指数为最小值，此时，ISDD (MT )= 1
2 n- 31

85 p- 1
10；其次，确定了当悬

挂点个数大于等于 3时，分子树中反对称分割指数为最大值，此时，ISDD (MT )= 1
2 n- 9

65 p- 1
2，并刻

画了达到 ISDD指数极值的分子树。
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Abstract： Let G= (V (G )，E (G ) ) be a connected graph of order n， V (G ) be vertex set of G， E (G ) be 
edge set of G， deg (x) be degree of the vertex x.  The inverse symmetric division deg index of G is 
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deg ( )x 2 + deg ( )y 2 .  Inequality and classification discussion are used to study the 
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determined when the number of pendent vertices is even， that is ISDD (MT )= 1
2 n- 31

85 p- 1
10.  Sec‐

ondly， when the number of pendent vertices is greater than or equal to 3， the maximum value of the 
inverse symmetric division deg index of G in the molecular tree is determined， that is ISDD (MT )=
1
2 n- 9

65 p- 1
2， and the molecular tree of ISDD index reaching the extreme value is described.

Key words： graph； inverse symmetric division deg index （ISDD index）； pendent vertex； molecular tree

0　引  言

本文所考虑的图均为简单无向连通图。设

G=(V (G )，E (G ) )为n阶m条边的无向图，其顶

点 集 为 V (G )={ }v1,v2,⋯,vn ， 边 集 为 E (G )，
deg (x)为顶点 x的度，x∈{ }v1,v2,⋯,vn ；用 e=
xy表示其端点为x，y的边，若deg (x)= 1，则称

x为悬挂点。用nk表示度为 k的顶点个数，用mi，j表

示图G中满足 deg (x)= i，deg ( y)= j的边 xy的

个数［1］。设G+ xy和G- xy分别表示图G通过添

加一条边xy∉E (G )和删掉一条边xy∈E (G )而得

到的图，其中，x,y∈V (G )。用Sn表示n阶星图，

用 Pr =w0w1⋯wr 表示在图 G中满足 deg (wi)=
2 (i= 1,2,⋯,r- 1) （除 r= 1外）的路，如果Pr满

足deg (w0)= 1和deg (wr)≥ 3，则称Pr为G的一

条悬挂路［2］。

分子图是顶点最大度不大于 4 的图，它可用

于描述化合物的分子结构，在数学与化学中发挥

着重要作用［3‐5］。图不变量是从图到正实数的数值

函数，代表了一种重要的分子描述符［6］，它可以

通过一些新的软件计算，比如Python［7］。

图G的反对称分割指数（ISDD指数）是基于

顶点度的一种图不变量，是 Ghorbani 等提出的

一个新分子拓扑指数［8］，其定义为

ISDD (G )= ∑
xy∈E ( )G

deg ( x ) ⋅deg ( y )
deg ( x )2 + deg ( y )2 。（1）

基于顶点度的拓扑指数是一类非常重要的拓

扑 指 数 ， 其 中 ， Zagreb 指 数 、 Randić 指 数 、

Forgotten 指数、GA 指数、AG 指数、Harmonic
指数、Inverse sum indeg指数、对称分割指数［7］等

已经在研究化学相关问题的QSPR/QSAR中得到

了广泛应用［6，9‐16］。

ISDD指数可用于检测可能具有优良性质的

化合物，它的数学性质值得被进一步研究。ISDD
指数被证明是一种适用和可行的分子描述符。

Akbar Ali等研究了单圈图的 ISDD指数，在具有

固定顺序的所有连通单圈图集合中找出具有最大

和最小 ISDD指数的图［17］。程宇等［18］研究了 ISDD
指数和其他指数的关系，并证明了在一定条件

下， ISDD指数和对称分割指数是线性相关的。

这些研究为深入研究 ISDD指数的其他性质奠定

了坚实的基础。

本文利用不等式计算出具有固定悬挂点个数

的分子树的 ISDD指数的最大及最小值，并进一

步刻画了达到 ISDD指数极值的分子树。

1　具有固定悬挂点个数的分子树的

ISDD指数

设MT是有 p个悬挂点的 n阶分子树。显然，

p= n1，那么

p+ n2 + n3 + n4 = n,
p+ 2n2 + 3n3 + 4n4 = 2m= 2 ( )n- 1 ,

m1,2 +m1,3 +m1,4 = p,
m1,2 + 2m2,2 +m2,3 +m2,4 = 2n2,
m1,3 +m2,3 + 2m3,3 +m3,4 = 3n3,
m1,4 +m2,4 +m3,4 + 2m4,4 = 4n4。 （2）

由式（1）可得

ISDD (MT )= 2
5 m1,2 + 3

10 m1,3 + 4
17 m1,4 +

1
2 m2,2 + 6

13 m2,3 + 2
5 m2,4 + 1

2 m3,3 +

12
25 m3,4 + 1

2 m4,4。 （3）

由分子树MT中所有度等于或大于 3 的顶点

诱导而成的子图，称为MT的分支子图，也就是

说，它是从MT中去掉度小于 3 的顶点和与它们

相关联的边而产生的子图。用ΜΤ ( )1
n,p（p是偶数），

ΜΤ ( )2
n,p来表示两类有 p个悬挂点的n阶分子树。

分子树ΜΤ ( )1
n,p如图 1 所示，其中，n≥ 9，p是

偶数，6 ≤ p≤ ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n+ 3
2 。它们由

p- 2
2 个星图S5组
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成，星图S5由路连接在一起，有些路的长度可能为

0。 显 然 ， m1,4 = p， m2,2 = n- 2p+ 3， m2,4 =

p- 4， n3 = 0， n1 = p， n2 = n- 3
2 p+ 1， n4 =

1
2 p- 1。

分子树 ΜΤ ( )2
n,p 如图 2 所示，其中， n≥ 7，

3 ≤ p≤ ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n+ 2
3 。它有 p- 2个最大度为3的点，这

些顶点可能与一个度为2的顶点相连，也可能与另

一个度为3的顶点相连。显然，m1,2 = p,m1,3 = 0,
m2,2 = n- 3p+ 2, m2,3 = p, m3,3 = p- 3, n4 = 0,
n1 = p,n3 = p- 2,n2 = n- 2p+ 2。

1. 1　具有固定悬挂点个数的分子树的 ISDD指数

的最小值

设Τn,p是有 p个悬挂点的 n阶树，通过将 p-
1个悬挂点与有 n- p+ 1个顶点的一条路的一个

端点连接而成。

引理 1［19］   设T是有 p个悬挂点的 n阶树，其

中，n≥ 5，2 ≤ p≤ n- 2，则

ISDD (G )≥ 1
2 n- 1

2 p+ 2
5 + 2p

4 + p2 - p+ 1
1 + p2 ，

等式成立，当且仅当T≅ Τn,p。

根据引理 1 可知，当 p≤ 4 时，在所有具有

p个悬挂点的分子树中，Τn,p是 ISDD指数取到最

小值的树，下面仅考虑 p≥ 5的情况。

定理 1  设MT是有 p个悬挂点的 n阶分子树，

其中，p≥ 5，则

ISDD (MT )≥ 1
2 n- 31

85 p- 1
10，

等 式 成 立 ， 当 且 仅 当 MT∈ΜΤ ( )1
n,p（6 ≤ p≤

ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n+ 3
2 ，p是偶数）。

证明  对于任意一个有 p ( p≥ 5)个悬挂点的

n阶分子树，根据式（2），Xing等［20］推导出
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m1,4 = p-m1,2 -m1,3,

m2,2 = n- 2p-m1,2 - 1
3 m1,3 - 1

3 m2,3 +

1
3 m3,3 + 2

3 m3,4 +m4,4 + 3,

m2,4 = p+m1,2 + 1
3 m1,3 - 2

3 m2,3 -

4
3 m3,3 - 5

3 m3,4 - 2m4,4 - 4。

（4）

将式（4）代入式（3），有

ISDD (MT )=
1
2 n- 31

85 p- 1
10 + ( 11

170 m1，2 + 8
255 m1，3 +

11
390 m2，3 + 2

15 m3，3 + 11
75 m3，4 + 1

5 m4，4)，（5）

因为m1,2, m1,3, m2,3, m3,3, m3,4, m4,4 是非负整数，

故 ISDD (MT )≥ 1
2 n- 31

85 p- 1
10。

ISDD (MT )= 1
2 n- 31

85 p- 1
10，当且仅当

m1,2 =m1,3 =m2,3 =m3,3 =m3,4 =m4,4 = 0， 此 时

m1,4 = p，m2,2 = n- 2p+ 3，m2,4 = p- 4。
由式（2）可得

n3 = 0， n1 = p， n2 = n- 3
2 p+ 1， n4 = 1

2 p- 1。

故MT∈ΜΤ ( )1
n,p，其中，p为偶数。得证。

1. 2　具有固定悬挂点个数的分子树的 ISDD指数

的最大值

对于任何具有 p= 2 个悬挂点的 n阶分子树

MT，是一个n阶路。下面仅考虑 p≥ 3。
引理 2   设MT是一个有 p个悬挂点的 n阶分

子树，其中，p≥ 3。如果 ISDD (MT )取最大，

则MT的分支子图一定是树。

证明  对于 p= 3，在MT中存在唯一度为 3

图 1　ΜΤ ( )1
n，p（n≥ 9，6 ≤ p≤ ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n+ 3
2 ，p是偶数）

Fig. 1   ΜΤ ( )1
n，p（n≥ 9，6 ≤ p≤ ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n+ 3
2 ，p is even number）

图 2　ΜΤ ( )2
n，p（n≥ 7，3 ≤ p≤ ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n+ 2
3 ）

Fig. 2   ΜΤ ( )2
n，p（n≥ 7，3 ≤ p≤ ê

ë
ê
êê
ê ú

û
úúúú

n+ 2
3 ）
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的顶点，并且容易看出MT的分支子图是一个树。

对于 p≥ 4，选择 MT，使 MT具有最大的

ISDD值。假设MT的分支子图不是树，则MT必

包含两个顶点，分别是度为 3或 4的x，y点，把它

们连接到一条路 xu1u2⋯us y，长度为 s+ 1 ≥ 2，
其中，deg (u1)= deg (u2)= ⋯ = deg (us)= 2。

设 deg (z)= 1， z 在 MT 中 的 邻 点 为 v，
deg (v)≥ 2，又因为MT是顶点度不超过 4的分子

树，所以2 ≤ d (v)≤ 4，deg (x)=3或4，deg ( y)=
3或4。设 IS (α，β )= αβ

α2 + β2 ， 其中， α，β≥ 1。

设 f ( x，y )= IS ( x，y )- IS ( x，2 )，其中 ， x=
deg ( x )，y= deg ( y )，则当deg（x）=3， deg（y）=3时，

f ( 3，3 )= IS ( 3，3 )- IS ( 3，2 )=
3 × 3

32 + 32 - 3 × 2
32 + 32 = 1

2 - 6
13 = 1

26。 （6）

当deg（x）=4， deg（y）=3时，

f ( 4，3 )= IS ( 4，3 )- IS ( 4，2 )=
4 × 3

42 + 32 - 4 × 2
42 + 32 = 12

25 - 2
25 = 2

25 ， （7）

故 f ( 3，3 )< f ( 4.3 )。
当deg（x）=3， deg（y）=4时，

f ( 3，4 )= IS ( 3，4 )- IS ( 3，2 )=
3 × 4

32 + 42 - 3 × 2
32 + 22 = 12

25 - 6
13 = 6

325 。 （8）

当deg（x）=4， deg（y）=4时，

f ( 4，4 )= IS ( 4，4 )- IS ( 4，2 )=
1
2 - 4 × 2

42 + 22 = 1
2 - 2

5 = 1
10 ，

故 f ( 3，4 )< f ( 4，4 )。
所以

IS ( )deg ( )x ，deg ( )y - IS ( )deg ( )x ，2 ≥

IS ( )3，deg ( )y - IS ( )3，2 ， （9）

IS ( )3，deg ( )y - IS ( )2，deg ( )y ≥
IS ( )3，3 - IS ( )2，3 。 （10）

设g ( x )= IS ( x，2 )- IS ( x，1 )， 其中，x=deg（v）, 

2 ≤ deg ( )v ≤ 4， 则当deg ( )v = 2时， g ( 2 )= 1
10，

当deg ( v )= 3时， g ( 3 )= 21
130，当deg ( v )= 4时，

g ( 4 )= 14
85， 所以

IS (deg ( v )，2 )- IS (deg ( v )，1 )≥

IS ( 2，2 )- IS ( 2，1 )。 （11）

设MT ′=MT-xu1-us y+xy+zu1， 由式（1）

和引理 1 得

ISDD ( )MT′ =
ISDD ( )MT + IS ( )deg ( )x ，deg ( )y +

IS ( )deg ( )v ，2 + IS ( )2，1 - IS ( )deg ( )v ，1 -
IS ( )deg ( )x ，2 - IS ( )deg ( )y ，2 =

ISDD ( )MT +
é
ë

ù
ûIS ( )deg ( )x ，deg ( )y - IS ( )deg ( )x ，2 +

IS ( )2，1 + [ ]IS ( )deg ( )v ，2 - IS ( )deg ( )v ，1 -
IS ( )deg ( )y ，2 ≥ ISDD ( )MT +

é
ë

ù
ûIS ( )3，deg ( )y - IS ( )3，2 + IS ( )2，1 +

[ ]IS ( )2，2 - IS ( )2，1 - IS ( )2，deg ( )y =
ISDD ( )MT + IS ( )2，2 - IS ( )3，2 +
é
ë

ù
ûIS ( )3，deg ( )y - IS ( )2，deg ( )y ≥

ISDD ( )MT + IS ( )2，2 - IS ( )3，2 +
[ ]IS ( )3，3 - IS ( )2，3 = ISDD ( )MT +

1
13 > ISDD ( )MT ， （12）

这与MT的选择是矛盾的，故引理成立。

定理 2  假设MT是一个 n阶分子树，有 p个
悬挂点，其中，p≥ 3，则

ISDD (MT )≤ 1
2 n- 9

65 p- 1
2， （13）

等式成立，当且仅当MT∈ΜΤ ( )2
n,p。

证明  对于任何有 p个悬挂点的 n阶分子树，

根据式（2），Hansen等［21］推导出
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m1,2 = p-m1,3 -m1,4,

m2,2 = n- 5
2 p+ 1

2 m1,3 + 3
4 m1,4 - 1

2 m2,3 -

              14 m2,4 + 1
4 m3,4 + 1

2 m4,4 + 2,

m3,3 = 3
2 p- 1

2 m1,3 - 3
4 m1,4 - 1

2 m2,3 -

               34 m2,4 - 5
4 m3,4 - 3

2 m4,4 - 3。

（14）

将式（14）代入式（3），得

ISDD (MT )= 1
2 n- 1

10 p- 1
2 -

( 1
10 m1，3 + 1

26 m2，3 + 14
85 m1，4 + 1

10 m2，4 + 1
50 m3，4)。

（15）

选择MT，使得MT取到 ISDD指数的最大
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值。由引理 2 得
m3，3 +m3，4 +m4，4 = n3 + n4 - 1。 （16）

由式（2）中的 m1,3 +m2,3 + 2m3,3 +m3,4 = 3n3

和m1,4 +m2,4 +m3,4 + 2m4,4 = 4n4，得

m1，3 +m2，3 +m1，4 +m2，4 =
3n3 + 4n4 - 2 (m3，3 +m3，4 +m4，4)。 （17）

由式（16）和式（17）得
m1，3 +m2，3 +m1，4 +m2，4 = n3 + 2n4 + 2。（18）

又由式（2）中的 p+ 2n2 + 3n3 + 4n4 = 2 (n-
1)与 p+ n2 + n3 + n4 = n得

2n4 + n3 = p- 2。 （19）

将 式（19）代 入 式（18）， 得 m1,3 +m2,3 +
m1,4 +m2,4 = p， 即 m2,3 = p-m1,3 -m1,4 -m2,4。

代入式（15），得

ISDD (MT )= 1
2 n- 9

65 p- 1
2 -

( 4
65 m1,3 + 279

2210 m1,4 + 4
65 m2,4 + 1

50 m3,4),（20）

故 ISDD (MT )≤ 1
2 n- 9

65 p- 1
2。

显然，ISDD (MT )= 1
2 n- 9

65 p- 1
2，当且

仅当m1,3 =m1,4 =m2,4 =m3,4 = 0，此时m1,2 = p，
m2,3 = p， m2,2 = n- 3p+ 2， m3,3 = p- 3， 由

式（2）得，n2 = n- 2p+ 2，n3 = p- 2，n4 = 0。
故MT∈ΜΤ ( )2

n，p。得证。

2　结  论

本文利用分类讨论法，给出了给定悬挂点个

数的分子树的 ISDD指数的最大值及最小值，并

识别出相应的极值树，可以看出 ISDD指数在某

种程度上是一种（局部的）不规则度量。因此，通

过在顶点上添加尽可能多的悬挂点来增加具有给

定参数的树的不规则性，也可以探索具有其他给

定参数的极树。
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